5. Logika — dedukce (Markéta Popelovd 7.11.2009)

LAx logické vyrokové axiomy (schémata):
1. (PL1) ¢ — (¥ — @)
2. (PL2) (p = (¥ = X)) = ((p = ¥) = (¢ = X))
3. (PL3) (mp — ) — (¥ — ¢)
Modus ponens (pravidlo odloudeni): Z ¢ a ¢ — 1 odvod .
Poznamky: Pravdilo modus ponens (MP) se d& pouzit nasledovné:
e {p,o—v}E1Y (Toto doslova iikd z ¢ a ¢ — 1) odvod 2.)
o Jestlize T - o a Ttk ¢ — ¢, pak i T - ¢p. (Neboli kdyz v T je
dokazatelné ¢ a ¢ — 1), pak v T je dokazatelné i 1).)
- Specialné (pro prazdné T) jestlize - ¢ a - ¢ — 9, pak i - 9.
(Neboli kdyz je dokazatelné ¢ a ¢ — 1, pak je dokazatelné i
.
® Zaroven muzeme zkombinovat pfedchozi moznosti: Jestlize T = ¢ — 1),
pak T, 1.
Tvrzeni 2.2.3

1) (O korektnosti) Kazdd vT dokazatelnd formule je v T pravdivd.
2) Md-li teorie model, je bezespornd.

Driikaz:

1) (O korektnosti) Budeme dokazovat indukei na teorémech. Kazdy axiom z
T je v T pravdivy. Ukazme si, ze kazdy logicky axiom LAx je pravdivy,
tedy i v T pravdivy.

1. (PL1)
2. (PL2)
3. (PL3)

Dale jsou-li v T pravdivé ¢ a ¢ — 1), pak je v T pravdivé i 1, nebot:
M(T) € M(p) a M(T,¢) C M(T,¢) tedy (M(T) N M(p)) C (M(T) N M()).

Tedy M(T) = (M(T) N M(p)) C (M(T) N M(¥)) C M(¥).

2) Pfipomeiime, Ze teorie je bezespornd, jestlize existuje formule, kterd v ni
neni dokazatelna. Pokud mé teorie model, tak v ném urcité nebude platit
¢ a zéroven —p pro zadny vyrok ¢. Tedy bude existovat vyrok (formule),
ktery neni dokazatelny.



Tvrzeni 2.2.4 Budte ¢ a v dvé formule vijrokové teorie T. Pak

DEe—e

2) (O dedukci) T, F o & T 1) — ¢
Diikaz:

1) Necht 9 je vyrok ¢ — . Pak plati:

1) Fe—2 (PL1) ve tvaru ¢ — (¢ — @)
(2) Fe—=(W—9) (PL1)

B) Fle=W—=9)—=((p—=1v)—(p—9) (PL2)

(4) Flp—=9) = (p—9) MP (2) a (3)

(B) Fo—v MP (1) a (4)

2) (O dedukci) Tvrzeni rozdélme na dvé implikace:

1.THEY =Tk
Tato implikace vyplyva ihned pouZzitim modus ponens (viz po-
zndmky pro pouziti MP tfeti hlavni odrézka).
2. Tt p=TkFyY -
Tuto implikaci dokdzeme indukci na teorémech terie T U 9
(coZ miiZzeme zapisovat jako teorie T', ).
1. Bud ¢ axiom teorie T,1. Pak nastane jedna ze
dvou moznosti:
1. ¢ jerovno ¢, pak T'+ 1) — ¢ plyne z 1.
(Poznamenejme jesté, ze pokud je (lo-
gicky) dokazatelny vyrok o, tedy + o,
pak je vyrok o dokazatelny i v libovol-
né teorii: T+ o.)
2.  je pfimo axiom teorie T' (neboli ¢ €
T). Pak pomoci MP z T + ¢ (tedy i
T, ) a (PLL) ¢ — (¢ — ¢) plyne
THY — .
2. Necht ¢ je odvozeno pomoci MP z x a x — ¢ a
necht pro tyto teorémy x a x — ¢ tvrzeni plati:
Ty x=TkF¢Y—x
T ybx—e=>THY—(x—¢)
Nebot x a x — ¢ jsou teorémy teorie T', 1), tak jsou
dokazatelné v T, 1. Proto plati

WMTHY=x a 2)THY = (x—¢)
Po pouziti MP na (2) a (PL2) ve tvaru
W —=Kx=¢) = (¥=x)— @)
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dosteneme

B)TH((W—x) = ¥ —¢)
Opét pouzijme MP, tentokrat na (1) a (3) a dosta-
neme

(@ — ).

Lemma: 2.2.5. Pro vyroky ¢, plati:

[a] 1) F-op—(p—1) i) Fe—o-p
i) {p,—ptby [c] Fle—=9) = (¢ — —p)
i) Fe—=(p—1) [d] Fo— (- — —(p — )
b] i) F-p—e [e] Fop— @)=
Diikaz
[a] ) (1) F = — () — —p) (PL1)
2 o F = o (O dedukei)
(3) —» Fo—1y (MP) (2) & (PL3)
(4) F = — (¢ — ) (MP) (2) & (PL3)
[a] i) (5) o Fo—1p (O dedukei)
(6) {~e, 0} Fo (O dedukei)
[a] iii) (7) {o. ¢} F o (vlastnost mnozin)
(8) o e = (O dedukei)
9) o — (g — 1) (O dedukci)
bl i) (1) o — (e — ) [a] )
(2) B — ammp (O dedukci)
(3) N e (MP) (2) & (PL3)
(4) e (O dedukci)
(5) Fome— (O dedukei)
[b] ii) (1) . 4 [b] 1)
(2) Fo— e (MP) (1) & (PL3)
[c] 1) {pp— 9yt F9 (MP)
(2) F— [b] i)
3) {p,o—9v} F-9 (MP) (1) & (2)
(4) =Y ko — o) (O dedukei)
(5) o= - e (MP) (4) & (PL3)
(6) F(p— 1) — (= — —p) (O dedukei)
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=1
{¢ = ¢, 0}

P

Flp—1vy) —
Fo—1
9y
Flp—1) =9
=) — =(p — 1)

Fo— (¢ — =(p — 1))

F oo — (m = (- — )

F=(=p — ¢)
Fﬁ%@—)ﬁ(—\sﬁ—)@)
oy —¢)— ¢

(p — )

2.2.4. 1)
(O dedukci)
(O dedukci)
(O dedukci)
(M
(

P) (4) & (PL3)
O dedukci)

[d]

(O dedukci)

(O dedukci)

(MP) (3) & (PL3)



