1. Pravdépodobnost a statistika (MP leden 2010)

Pravdépodobnost — pojmy

1. Diskrétni pravdépodobnostni prostor (definice, vlastnosti, priklad).
* Diskrétni pravdépodobnostni prostor je trojice (2, A, P), kde

-  je mnozina vsech elementdrnich jevi

- A je mnozina mozngch jevi (plati A C 2%)

- P je pravdépodobnost, neboli funkce P : A — [0, 1]
splitujici nasledujici axiomy (prvni 3 se nazyvaji o-algebra):

1HveA
2) AcA=Q\AcA

(2)
(3) Al,A2,.. AnEAiu,?ilAZEA
(4) P(Q) =
(5) A1, Ag, ..., A, disjunktni =
P(|J4) =) P4
i=1 =1

2. Elementarni jev.

* Prvek mnoziny . Kazdy elementdrni jev ma stejnou prav-
dépodobnost, Ze nastane a kazdé dva elementarni jevy jsou
disjunktni.

3. Nezavislost jevil.
* Jevy A a B jsou nezdvislé, jestlize P(AN B) = P(A) - P(B).
® Sdruzena nezavislost dvou jevi.

* Jevy Ay, Aa, ..., A, jsou sdruzené (vesmés) nezd-
vislé, jestlize

VI C{l,...,n}:P([) 4) =[] P4))

jeJ jeJ

¢ Neslucitelnost (dvou) jevil.

* Dva jevy jsou neslucitelné, jestlize nemohou nastat
zaroven. Neboli pravdépodobnost jejich priniku je
nulova.

e Nezavislost po dvou.

x Jevy Ay, Ag, ..., A, jsou po dvou nezdvislé, jestlize
jsou kazdé dva z nich nezavislé.
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4. Podminéné pravdépodobnost + priklad pouziti.

*

Podminénda pravdépodobnost jevu A za predpokladu B je prav-
dépodobnost, Ze A nastal, za podminky, Ze nastal B a definuje
se
P(ANB)

P(B)

Priklad — héazeni kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze padlo
¢islo vyssi nez 3, za podminky, Ze hozené ¢islo je sudé. Jev A
je ,padlo vice nez 3“ a jev B je ,padlo sudé ¢islo“.

P(ANB) P(,,padlo 4 nebo 6) 2

P(A|B) = _ _2
(41B) P(B) P(,padlo 2, 4 nebo 6“) 3

P(A|B) =

5. Véta o uplné pravdépodobnosti + priklad pouZiti.

*

Méjme pravdépodobnostni prostor (2, A, P), jev A € A a
disjunktni jevy H; pokryvajici celé A, neboliVie I: H; € A,
Uier Hi = Q, Vi # j : H;N H; = (). Pak plati:
P(A) =) P(A| H)-P(H)).
icl
Diikaz: Ucinime pozorovani, Ze jelikoz A € A, tak ANQ = A.
Proto plati prvni rovnost:

P(A) =P(ANQ) =PAN (| JH)) =P JANH,)) =

el el
=> P(ANH)=> P(A|H)-P(H).
el el

Druhé rovnost je z definice jevii H; (pokryvaji celou mnoZinu
elementarnich jevi). Treti rovnost jsou de Morganova pravi-
dla. Ctvrta rovnost je paty axiom, nebot pro riizna i jsou jevy
AN H; disjunktni, neboli Vi # j : (AN H;)N(ANH;) = 0.
Poslendi rovnost je definice podminéné pravdépodobnosti. &

Priklad — cesta do skoly. Pravdépodobnost, Ze mi ujede tram-
vaj, je 0.3. Pravdépodobnost, ze stihnu hodinu, pokud mi ujede
tramvaj, je 0.1 (budu muset bézet). Pravdépodobnost, Ze stih-
nu hodinu, pokud tramvaj stihnu, je 0.8 (miize se jesté néco
stat na cesté od tramvaje). Jaka je pravdépodobnost, ze stih-
nu hodinu? Oznaéme A =  stihnu hodinu“. H; = ,tramvaj
mi ujede”. H; = ,tramvaj mi neujede®.

P(A) = P(A | Hy) - P(H1) + P(A | Hy)- P(Hy)
=0.1-0.34+0.8-0.7=0.59



6. Bayesova véta.

*

*

Méjme pravdépodobnostni prostor (2, A, P), jev A € A a
disjunktni jevy H; pokryvajici celé A, neboliVie I: H; € A,
User Hi = Q, Vi # j : H; N H; = (. Pak plati:

P(A| H;)-P(H;)
>er P(AHy)-P(Hj)

P(H; | A) =

Dikaz:

B P(H; N A) B P(A| H;) P(H;)
P(H; | A) = P(4) ZjEIP(AlHj).P(Hj).

Prvni rovnost je definice podminéné pravdépodobnosti. Druha
rovnost je téz definice podminéné pravdépodobnosti a véta o
uplné pravdépodobnosti. Q

Priklad — stfelci a kanci. 18 stfelct stfilelo na kance. 5 z nich
se strefi s psti 0.8, 7 s psti 0.6, 4 s psti 0.5 a 2 s psti 0.4.
Néhodné vybrany stielec minul. Jaka je pravdépodobnost, ze
stfelec patfil k prvni skupiné?

Ozna¢me A = ,stfelec minul“, H; = ,stfelec byl z ité sku-
piny“. Pak zndme pravdépodobnosti P(A°¢ | H;), kde A€ je
doplnék jevu A, tedy ze se stielec strefil. Jevy H; jsou dis-
junktni a pokryvaji celé Q. Pak pravdépodobnost P(H; | A)
vypocteme pomoci Bayesovy véty

0.2- 5 1
P(H; | A) = = - . ==
0275 +04-5+05-75+06-7% 7

7. Nahodné veli¢ina.

* Méjme (2, A, P). Ndhodnd velic¢ina je funkce X : (Q, A, P) —

(R4, B), kde B je tfida mnozin (typicky intervalii) v Rq. Nebo
zjednodusené X : 2 — R.

8. Nezavislé ndhodné veli¢iny.

* Ndhodné veli¢iny jsou nezavislé, jestlize pro vSechny hodnoty

a,bplatiP(X =a &Y =0) =P(X =a)-P(Y =b).



9. Diskrétni nahodna veli¢ina a jeji charakteristiky.

* Diskrétni ndhodnd veli¢ina je ndhodné veliina, kterd mtze
nabyvat pouze spocetné mnoha hodnot. Jeji charakteristiky
jsou:

® Vektor hodnot a pravdépodobnosti.

* Vektor hodnot x; a pravdépodobnosti p;, se ktery-
mi téchto hodnot nabyva. Nékdy se tento vektor
nazyva rozdéleni pravdépodobnosti.

e Distribuéni funkce.

* Distribucéni funkce ndhodné velic¢iny je funkce
F(z) =P(X <),

kde = € R. Distribu¢ni funkce je neklesajici. Pro
diskrétni ndhodnou veli¢inu je po ¢astech konstant-
ni. Plati F(—o0) =0 a F(o0) = 1.

e Stfedni hodnota.
* Stredni hodnota ndhodné veli¢iny X dané vekto-

rem hodnot {( )}, kde P(X = z;) = pi, je

a3
Pi

EX =) XwP()= inpi.

weN
® Rozptyl.
* Rozptyl ndhodné veli¢iny X je definovan jako
varX = B(X — EX)* = EX? — (EX)2

® Smérodatné odchylka.

* Smérodatnd odchylka ndhodné velic¢iny X je defi-
novéana jako v/varX.

o Kovariace.

* Kovariance ndhodnych veli¢in X a Y je

cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY).

e Korelace.

* Korelace ndhodnych veli¢in X a Y je

cov(X,Y)
cor(X,Y) = ————.
( ) vvarX+v/varY

4



10. Vlastnosti stfedni hodnoty.
* Necht X je ndhodnd veli¢ina a g(x) je funkce. Pak Y = g(X)
je také nahodna veli¢ina a jeji stfedni hodnota je >, g(z;)p;
* Necht X aY = a+ bX jsou ndhodné veli¢iny, kde redln4 ¢isla
a, b se nazyvaji po fadé posun a zmeéna méritka. Pak

EY = E(a+bX) = a+ bEX.

=> a-Pw)+Y (b Xw)Pw)=a+b> X(w)Pw)=a+bEX.

w w

V)
* Tedy nutné plati:

Ea=a, E(bX)=bEX a E(X+Y)=EX + EY.

11. Vlastnosti rozptylu.
* Plati varX = EX? — (EX)2.
Diikaz: varX = E(X — EX)? = BE(X? - 2XEX + (EX?) =
EX?-2EX-EX+E(EX)?=EX?—(EX)2. Vyuzili jsme, ze
EX je konstanta, tedy ji mizeme vytykat a stfedni hodnota

konstanty je konstanta. Q@
* Plati var(a) = 0.

Diikaz: Ea® — (Ea)? = 0. Q
* Plati var(a + X) = varX.

Diikaz:

var(a+ X) = E(a+ X)* — (E(a + X)) =

= E(a® +2aX + X?) — (a®> + 2aEX + (EX?)) = EX? — (EX)? = varX.
V)
* Plati var(bX ) = a?var(X).
Driikaz:

var(bX) = E(bX)? — (E(bz))? = b*EX? — b*(EX)? = b*varX

Q



12. Vlastnosti kovariance a korelace

* cov(X,X)=F(X - EX)(X — EX) =varX.
* —1 <cor(X,Y) <1
* Jsou-li X,Y nezavislé, pak cov(X,Y) =0 a cor(X,Y) = 0.

E(X —EX)(Y —EY)=EXY —EX-EY =0.

* cor(X,X) =1.
* cor(X,—X) = 1.

13. Spojita ndhodné veli¢ina a jeji charakteristiky.

* Spojitd nahodnd veli¢ina je ndhodné velic¢ina, kterd mize na-
byvat vSech hodnot ze spojitého intervalu. Jeji charakteristiky
jsou:

® Distribucni funkce.

* Distribucéni funkce nahodné veli¢iny je funkce
F(z) =P(X <),

kde = € R. Distribu¢ni funkce je neklesajici. Pro
diskrétni ndhodnou veli¢inu je po ¢astech konstant-
ni. V —oo ma distribu¢ni funkce nulovou hodnotu
a v nekone¢nu 1.

e Hustota.

* Hustota spojité ndhodné veli¢iny X je

kde F(z) je distribuéni funkce této ndhodné velici-
ny. Plati, Ze ma pro vSechny hodnoty = nezdporné
funkéni hodnoty a [~ f(z)dz = 1.

e Stfedni hodnota.

* Stredni hodnota spojité ndhodné veliciny X je

EX = xf(x)d.
Ry



14. Cebysevova nerovnost (znéni a ditkaz).

* Necht ndhodna veli¢ina X mé koneény rozptyl varX . Pak

X
Ve>0 P[X - EX|>e < =

Driikaz:
varX = BE(X — EX)* =Y pi(z; — EX)* > > pilwi— EX)’>

i|(zi—EX)2>e?
> > pie? = ?P[|X — EX| > &7
i|(|(zi—EX)|>¢)
V)
15. Cebysevova véta.
* Necht X1,..., X, jsou nezavislé veli¢iny s koneénym rozpty-

lem 02 a stfedni hodnotou p. Potom

Ve>0 P[X, —pl>¢e]—0pron— oo

16. Centralni limitni véta.

* Necht X1, Xs,..., X, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny s kone¢nou stiedni hondotou. Potom

i Xi—EY X

Vvary i X;

* Necht Y ~ Bi(n,p). Potom

P2 ] e

P

< m] — ®(x).

* Pfitom plati, ze
r 1 t2
O(x) = / ——e 7 dt.
oo V2T
17. Zékon velkych cisel.

* Méjme nezavislé stejné rozdélené ndhodné velic¢iny X1,..., X,
s konec¢nou stfedni hodnotou £ X,, = u. Potom

RN
P WEQ'nh—{I;oﬁz;Xj(w)_u =1
j:



Rozdéleni — diskrétni rozdéleni

1. Rovnomérné rozdéleni
* R(M)
* X nabyva hodnot z mnoziny {1,...,M}.
“ P~ -
M+1
2

* VSechny hodnoty maji stejnou pravdépodobnost. Napft. kolik
padne na kostce pfi jednom hodu.

EX =

2. Alternativni rozdéleni

* Alt(p)
* X nabyva hodnot z mnoziny {0,1}.
* P X=0=0aPX=1]=1

EX =p varX = p(l — p)

* Jsou jen dvé hodnoty, které mohou nastat, jedna ma pst p,
druha (1 — p). Napi. zda padne panna nebo orel pfi jednom
hodu minci.

3. Binomické rozdéleni

* Bi(n,p)
* X nabyva hodnot z mnoziny {0,1,...,n}.

plx =i = (1 )rta -

EX =np varX = np(1l — p)
* Soucet alternativnich rozdéleni, neboli n nezavislych dichoto-
mickych pokust. Napf. n hodd minci a pocet orld.
4. Geometrické rozdéleni

* Ge(p)
* X nabyva hodnot z mnoziny {1,2,...}.

PIX = k] =p(1—p)**

1 1.1
EX = - varX = —(= — 1)
p bp

* Geometrické rozdéleni je jediné diskrétni rozdéleni bez paméti.

PX>a+b|X>a=P[X >}
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* Cekani na prvni zdar. Nap¥. poc¢et hodt minci, dokud nepadne
panna. Tedy prvni zdar v k-tém pokuse.
* Obdobné pocet nezdart pfed prvnim zdarem, coZ mé pst

P[X = k] =p(1 - p)*

* Stfedni hodnota a rozptyl lze vypocitat jako prvni a druha
derivace vytvorujici funkce

o0
M@ZE]ﬁﬂzl_w
=0

5. Negativné geometrické rozdéleni

* Pfed r-tym zdarem mame i nezdari, resp. r-ty zdar v i-tém

pokusu.
* Prvni ma pst
r+et—1\ , .
(7
i—1 i, T
(L2))ar
6. Hypergeometrické rozdéleni
* Hyp(N, M, n)
* X nabyva hodnot z mnoziny {0,1,...,minn, M}.

() (i)

a druhé mé pst

P[X =k = W
nM
EX = —
N
nM M\ N —n
VanT<1‘W> N1

* Napf. N kouli, M z nich bilych, taham n. X je pocet biljch
vytaZenych kouli (tahy bez vraceni).

7. Poissonovo rozdéleni

* Pois(\)
* X nabyva hodnot z mnoziny {0,1,...}.
/\k
— A
PX=kl=e o
EX =)\
varX = A

* Pocet udalosti za jednotku casu.



Rozdéleni — spojita rozdéleni
1. Rovnomérné rozdéleni
* R(a,b)
* X nabyva hodnot z mnoziny {a,...,b}.
* f(z) = ﬁ pro z € [a,b], jinde 0.

EX — a-+b
2
b— 3
varX = @)
12
2. Normalni rozdéleni
* N(p,0?)
1 (z—p)?
fla) = ——e 5

* EX = pavarX = o2
3. Normované normaélni rozdéleni
* N(0,1)

* FX=0avarX =1
* f(—x) = f(z)a ®(—x) = 1-P(x), kde D je distribu¢ni funkce.
* O(uq) = a se nazyva a-kvantil.
* VSechny hodnoty maji stejnou pravdépodobnost.
4. Exponencialni rozdéleni
* Exp(A)
* X nabyva hodnot z mnoziny {0,...}.
* f(z) = Ae > pro z > 0, jinde 0.

1
EX =—
A
1
VaI'X:ﬁ

* Exponencialni rozdéleni je jediné spojité rozdéleni bez paméti.
PX >a+b| X >a] =P[X > 1]

* Doba ¢ekani na ur¢itou udalost.
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Statistika — pojmy
1. Bodovy odhad.

* Mé&jme ndhodny vybér rozsahu n (posloupnost n nezavislych

stejné rozdélenych veli¢in) Xi, Xs, ..., X,, z rozdéleni, které
zavisi na parametru 0. Najit bodovy odhad znamena najit
takovou funkci ndhodnych veliéin X1, Xo, ..., X,, (téz statis-

tiku), kterd je v néjakém smyslu blizko urc¢ené hodnoté ©.
Ozna¢me tento odhad T' = T(X1, Xa,...,X,). Protoze je T
funkce ndhodnych velic¢in, je také ndhodnou veli¢inou. Zaroven
se T nazyva bodovym odhadem.

2. Vychyleni.
* Vektor konstatnt b = ET' — O se nazyva vychylent.
3. Nestranny odhad parametru O.

* Odhad T parametru O je nestranny (nevychyleny), jestlize je
nulové vychyleni, neboli

ET =0.

4. Konzistentni odhad.

* Odhad T = T,, je konzistentni odhad parametru © , jestlize
plati
Ve >0 limp—ooP[|Tn — 0| <e]=1.

* Napf. pokud lim,, oo ET, = © a lim, .. varT, = 0, pak T,
je konzistentnim odhadem ©.

* Odhad mize byt konzistentni a zaroven nemusi byt nestran-
ny. Napt. ndhodny vybér Xi,..., X, z N(u,0?). Pro odhad
rozptylu se pouziva statistika

i=1

To neni nestranny odhad, nebot E62 = o2. Ale je konzistentni,
nebot lim,_,.ovaré? = 0.(1
5. Intervalovy odhad, interval spolehlivosti.

* Plati-li pro statistiky

T, =T,(X1,..., X)), Tv =Tu(Xq,...,Xn)

(1 To by chtélo podrobnéjsi odvozeni.
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10.

11.

12.

13.

vztah
P[TLg@gTU]:l—a,

fikdme, ze (Tp, Ty ) tvori interval spolehlivosti (intervalovy od-
had, konfidencént interval) pro parametr O s koeficientem spo-
lehlivosti 1 — a.

. Chyba prvniho druhu.

* P[ zamitneme Hy | Hp plati |, neboli, Ze zamitneme platnou
hypotézu. Znaci se a.

. Chyba druhého druhu.

* Plnezamitneme Hy | Hp neplati], neboli, Ze nezamitneme ne-
platnou hypotézu. Znaci se 3.

. Sila testu.

* 1— 3. Nékdy pfi hledani opptimélniho testu stanovime hladinu
vyznamnosti a (omezime pravdépodobnost chyby 1. druhu) a
mezi a-testy hleddme ten s nejvétsi silou (nejmensi chybou 2.
druhu).

. Hladina testu.

* Hladina testu je maximalni dovolend chyba prvniho druhu.
P-hodnota testu.

* Nejmensi hladina, pfi které bychom jesté hypotézu zamitli.

* Pravdépodobnost, s jakou testovaci statistika nabyvéa ,horsich
hodnot* (vice svédéicich proti hypotéze). Hypotézu Hy zami-
tame na hladiné «, pravé kdyz p-hodnota je mensi nez «.

Kriticky obor

* Mnozina vysledkt pokusu, pfi kterych budeme hypotézu za-
mitat. Znaci se W.

Na prikladu falSené mince popsat testovani hypotéz.
* Viz papiry.
Rozdil mezi parovym a dvouvybérovym testem.

* Pdrovy test je test hypotézy o hodnoté rozdilu stfednich hod-
not py1 a ps slozek nadhodnych vektortt v ndhodném vybéru
(X1, Y7),...,(X,,Y,) z dvourozmérného normélniho rozdéle-
ni. (Uvniti kazdé dvojice nemusi jit o nezavislé veli¢iny.)

Ho : wm—p2=d
Hy  pp—p2#d
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Muzeme zavést nadhodnou veli¢inu Z; = X; — Y; pro i =
1,...,n. Pokud nezndme rozptyl, mizeme pouzit ¢-test pro

 Z-d

Sz/\/n ’
kde Z je vybérovy priimér a S% je vybérovy rozptyl (odhad-
nuty). Hypotézu Hy zamitneme na hladiné vyznamnosti «,
pokud

T

TeW= (—oo,t%(n —-1)u (tl_%(n —1)).

Kde t1— ¢ (n—1) je (1—%)-kvantil studentova rozdéleni s (n—1)
stupni volnosti.

Dvouvybérovy test je testem hypotézy o hodnoté rozdilu stied-
nich p; a pe ve dvou nezavislych ndhodnych vybérech

X1,...,X, znormalniho rozdéleni N (1, 0?)
Y1,..., Y,  znormélnfho rozdéleni N (juz,0?)

se stejnym (i kdyz klidné nezndmym) rozptylem o2.

Ho : wm—p2=d
Hy + pn—pe#d
K testovani mizeme pouzit statistiku (opét t-test)
X-Y-d nm(n+m — 2)
V(n—1)8% + (m - 1)5%) n+m

T:

)

kde S% a SZ jsou pifslusné vybérové rozptyly (odhadnuté).

Hypotézu Hy zamitneme na hladiné vyznamnosti «, pokud
T eW=(-o0,ta(n+m—2))U(ti—g(n+m—2)).

Kde t1—g(n +m —2) je (1 — §)-kvantil studentova rozdéleni
s (n +m — 2) stupni volnosti.

14. Model linearni regrese.

* Linearni regrese predstavuje aproximaci danych (naméfenych)
hodnot (X;,Y;) pfimkou. Mé&me nezévislé ndhodné velifiny
Y1,..., Y, 2 N(Bo + B1x4,0?), kde x; jsou dané nestejné vel-
ké konstanty. Rozptyly Y; jsou tedy stejné (02), ale st¥edni
hodnoty lze vyjadfit jako linerani funkci znamych konstant x;
(Bo + B1x;) pomoci nezndmych parametri Gy, B;.

15. Reziduum.

* Reziduum je hodnota r; =Y; — By — B1z;.
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Poznamky ke statistice — vypisky Zvara str. 140 — 162(?

1. Test nezavislosti v normalnim rozdéleni.

* Pro testovani nezévislosti slozek ndhodnych vektort (X1,Y1), ..., (Xn, Ya)
v ndhodném vybéru z dvourozmérného norméalniho rozdéleni
vektoru (X,Y) a hypotézy

Hy :  X,Y nezavislé
Hy, : X,Y zavislé

se pouziva test zalozeny na statistice

r
T=—tn_2
V1—7r2

kde r je vybérovy korela¢ni koeficient. Hypotézu Hy zamitne-
me na hladiné vyznamnosti o, pokud

IT| >t (n —2).

Kde t1- 2 (n—2) je (1—%)-kvantil studentova rozdéleni s (n—2)
stupni volnosti.

2. Vybérovy primeér namérenych hodnot x; je jejich aritmeticky pramér

n
E ZTi.
i=1

E:

SN

Pfi¢emz plati, ze (a + xb) = a + bT.

3. Medidn je prostfedni hodnota v setfidéném souboru naméfenych hodnot.
Pokud jich je sudo, tak je to aritmeticky primér prostfednich dvou.

4. (Vygbérovy) p-ty kvantil (percentil) je v uspofddaném souboru hodnot defi-
NOVany T, = T|pp|4+1 Pro np # [np] a aritemticky prameér 1/2x,y, + Tnpi1
pro np = |np].

5. Vybérovy rozptyl je definovan jako

1 < 1 <«
2 _ 2 2 -2
= o = e ),

6. Smeérodatnd odchylka s, je definovana jako odmocnina z rozptylu.
7. Krabicovy diagram (box plot) zndzoriuje median, 25%ni a 75%ni kvantil
a horn{ méieni a dolni mé&feni, resp. 10%ni a 90%ni kvantil.

) Pravdépodobnost a matematickd statistika — Karel Zvdra a Josef Stépdn
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Populace neboli zdkladni soubor je statisticky soubor, na kterém délame

vSechna méreni. Jeho velikost je V. Pokud mérime hodnotu zvoleného ¢i-

selného znaku X, tak naméfené hodnoty oznacujeme x1, xs, . .., x,. Jejich

primér T zna¢ime p. Populaéni rozptyl znacime o2.

. Vybérovy soubor (vgbér) je vybér z populace, aby dobfe reprezentoval

populaci. Jeho velikost se znaci n.
Abychom vybrali ndhodny vybérovy soubor, pouZijeme ndhodny vybér bez
vraceni. Kazdy takovy soubor mé pravdépodobnost ﬁ

n

Vybérovy primeér n ndhodnych veli¢in X5, ..., X,, definujeme
1 n
X==-) X,
w2
J=1
Pro vybérovy primér spocitany z prvkt ndhodného vybéru z konecné

populace 1ze dokazat

— -~ N-n o2
EX = varX = -—
a N—-1 n
Vyraz %:’1’ se nazyva konecnostni ndsobitel a pro n << N je vliv konec-
nostniho nasobitele zanedbatelny a varX = iy Ztejmé pro n = 1 plati

n

EX = pavarX = o2

V pripadé vybéru z koneéné populace je stfedni hodnota vybérového pri-
méru X rovna popula¢nimu préméru u, tedy odhadovanému parametru.
Uvedenou vlastnost formulujeme, ze X je nestrannym odhadem parame-
tru p.

Nebo mizeme vybérovy soubor vybirat s vracenim. Naméfené hodnoty
X1,..., X, na takto ndhodné vybranych prvcich jsou mezdvislé nahod-
né veli¢iny. Pfi vybéru bez vraceni by obecné nezavislé nebyly, ale pro
dostateéné velikou populaci (nekoneénou) ano.

Pro vybérovy priumér spocitany z ndhodného vybéru rozsahu n z rozdéleni
s kone¢nou stfedni hodnotou a koneénym rozptylem plati:

o 2

EX =y varX = 2.
n

Jako odhad rozptylu 2 se pouziva vybérovy rozptyl

2 1 al 3\ 2
S :n_IZ(Xi—X) .
=1

Pro ndhodny vybér rozsahu n plati £S? = 2.
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18. Je-li Xy, ..., X,, ndhodny vybér z rozdéleni N (i, 0?), potom X a S2 jsou
nezavislé veli¢iny a plati

W=D LS X~ (- 1),

o 02 ¢
1=

19. Méjme nédhodnou veli¢inu 7' danu podilem nezavislych ndhodnych veli¢in
A
T=—.
X

n

Kde Z ~ N(0,1) a X ~ x?(n). Potom hustota Studentova t-rozdéleni s n
stupni volnosti je Fr(t) a je to néjaky hnusny vzorec.
20. Mizeme nahlédnout, ze ndhodné veli¢ina

X—n

T =

mé rozdéleni t(n — 1).
Vybér z normalniho rozdéleni se znamou stfedni hodnotou

Predpokladejme, ze ndhodné veli¢iny X;, ..., X, tvofi ndhodny vybér rozsahu
n z normélniho rozdéleni N(u,0?) (tedy celd populace se ¥{di timto normélnim
rozdélenim). Pfedpoklddejme navic, Ze zndme rozptyl o2. Jakou informaci o hodnoté
1 muzeme ziskat z tohoto ndhodného vybéru?

Jiz vime, Ze v tomto pfipadé ma vybérovy pramér normalni rozdéleni N (u, %2)
Je tedy nestrannym odhadem parametru p (nebot nas vybérovy pramér mé téz
stfedni hodnotu ).

Provedeme-li normovani této nahodné veli¢iny, dostaneme ndhodnou veli¢inu s
normovanym nadhodnym rozdélenim N (0, 1). Ta bude vypadat

X—up
o2 '
V n

(Pomoci jednoduchych vztaht lze dokézat, ze bude mit stfedni hodnotu nulovou a
rozptyl roven 1). Pro libovolné a € (0,1) pak bude platit:

l-a = (|Z| < z(a/2)) Plyne z CLV. (1)
= )\(/i| < z(a/2)) Plyne z pozorovani. (2)
— P(X- %2(0/2) < p < X+ Si2(a/2)) @)

Nasli jsme interval s ndhodnymi konci, ktery s predem danou pravdépodobnosti
pokryva nezndmy parametr u. Rikdme, Ze

X - Zo(0/2) < p< X + —=2(a/2)
Nz i

je interval spolehlivosti (neboli konfidencéni interval) pro parametr p s koeficientem
spolehlivosti 1 - .
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