1. TOky v sitich (zapsala Markéta Popelovd)

Prvni motivaéni tloha: Rozvod ¢ajovodu do vSech uéeben.

Predstavme si, ze by v budové fakulty na Malé Strané existoval ¢ajovod, ktery
by rozvadél ¢aj do kazdé ucebny. Znazornéme si to orientovanym grafem, kde by
jeden vyznamny vrchol predstavoval ¢ajovar a druhy ucebnu, ve které sedime. Hrany
mezi vrcholy by predstavovaly vétvici se trubky, které maji ¢aj rozvadét. Jak rozvést
co nejefektivnéji dostatek ¢aje do dané ucebny?

O\ 2
/

Cajovod

Druha motivaéni tloha: Pfenos dat.

Jinym piikladem muze byt pocitacova sif na prenos dat, které se sestavé z pre-
nosovych linek spojenych pomoci routerti. Data se sice obvykle pfenaseji po pake-
tech, ale to mtzeme pii dnesnich rychlostech prenosu zanedbat a povazovat data za
spojita. Jak prenaset data mezi dvéma pocitaci v siti co nejrychleji?

Definice: Sit je uspotradand pétice (V, E, z, s, ¢), kde plati:

e (V, E) je orientovany graf.

e c:.F— [R(J,r je kapacita hran.

® 2,5 € V jsou dva vrcholy grafu, kterym fikdme zdroj a stok (spotiebic).

e Graf je symetricky, tedy Vu,v € V : wv € E < vu € E (tuto podminku
si mtizeme zvolit bez jmy na obecnosti, nebot vzdy miiZzeme do grafu
pridat hranu, kterd v ném jesté nebyla, a dat ji nulovou kapacitu).

Piiklad sité. Cisla predstavuji kapacity jednotlivych hran.
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Definice: Tok je funkce f : E — R{ takovd, Ze plati:

1. Tok po kazdé hrané je omezen jeji kapacitou: Ve € E : f(e) < c(e).
2. Kirchhoffuv zakon:

Yo e V\{z,s}: Z fluv) = Z f(vu).

wuveEE uvueE

Neboli pro kazdy vrchol kromé zdroje a stoku plati, Ze to, co do néj pritéka,
je stejné velké jako to, co z né&j odtéka.

Poznamka: Pro zjednoduseni zavedme specidlni znaceni:

o f+( ) = > wuver J () (to, co do vrcholu pfitéka)
[ (v) = Zu wuep J(vu) (to, co z vrcholu odtéka)
o fA( )= ft(v) — f~(v) (rozdil t&chto hodnot)

Pak muzeme Krichhofftiv zakon zapsat jednoduse jako:
Yo e V\ {z,s}: f2(v) =0.

Poznamka: V angli¢tiné se obvykle zdroj znadi s a stok ¢ jako source a target.

Priklad toku. Cisla piedstavuji toky po hranach, v zavorkach jsou kapacity.

Pozorovani: Néjaky tok vzdy existuje. V libovolné siti mizeme vzdy zvolit funkci
nulovou (po Z4dné hrané nic nepotece). Tato funkce spliiuje podminky toku, a tedy

takovyto nulovy tok je zcela korektni.

Definice: Velikost toku f je rozdil souctu velikosti toku na hranich vedoucich do s
a souctu velikosti toku na hranach vedoucich z s. Neboli od toho, co do stoku pritéka

odecCteme to, co ze stoku odtéka.
A
[fl:=f2(s).
Cil: Budeme chtit najit v zadané siti tok, jehoz velikost je maximé&lni.
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Otazka: M4 viibec smysl mluvit o maximalnim toku? Bude vzdy existovat? Nevybi-
rame zde totiz z kone¢né mnoha pripadt a na prvni pohled neni jasné, ze supremum
mnoziny vSech tokt bude zaroven i maximum této mnoziny.

Odpovéd: Ano, pro kazdou sit existuje maximalni tok. Toto pomérné piekvapivé
tvrzeni muzeme nahlédnout za pomoci matematické analyzy. Nastin dikazu je ta-
kovy, Ze mnozina tokl je kompaktni a velikost toku je spojitd (dokonce linedrni)
funkce z mnoziny toki do R. Proto nabyva velikost toku na mnoziné vsech toku
svého maxima.

Poznamka: Pro nage ptipady pfedpokladejme, ze kapacity jsou racionédlni. Pomérné
nadm to zjednodusi préci a pfilis ndm to neublizi, nebot prace s realnymi &isly je
stejné pro informatika pomérné zapeklita.

Prvni FeSeni: Hledejme cestu P ze z do s takovou, ze Ve € P : f(e) < c(e) (po vSech
jejich hranach tece ostfe méné, nez jim dovoluji jejich kapacity). Pak zjevné mizeme
tok upravit tak, aby se jeho velikost zvétsila. Zvolme

e :=min(c(e) — f(e)).

ecP

Novy tok f’ pak definujme jako f/(e) := f(e) + e. Kapacity neprekroéime (e je
nejvétsi mozna hodnota, abychom tok zvétsili, ale neprekrocili kapaicitu ani jedné
z hran cesty P) a Kirchhoffovy zdkony zlstanou neporuseny, nebot zdroj a stok
nezahrnuji a kazdému jinému vrcholu na cesté P se ptitok f1(v) i odtok f~(v)
zvétsi presné o e.

Otazka: Najdeme takto ovSem opravdu maximélni tok?

Odpovéd: Nemusime. Napf. na obrazku je vidét, Ze kdyZ najdeme nejdiive cestu pies
hranu s kapacitou 1 (na obrazku tuéné) a uz hodnotu toku na této hrané nesnizime,
tak dosdhneme velikost toku nejvyse 19. Ale maximélni tok této sité ma velikost 20.

10 10

10 10
Cisla piedstavuji kapacity jednotlivych hran.

Zde by ovSem situaci zachranilo, kdybychom poslali tok velikosti 1 proti sméru
prostfedni hrany — to muzZeme udélat tFfeba odectenim jednicky od toku po sméru
hrany.

Nékdy je tedy potieba poslat néco i v protisméru. Definujme si rezervu hrany.
Ta nam 1ikd, kolik miZzeme danym smdérem jesté poslat. VyuZijeme zde, Ze sit je
symetricka.

Definice: Rezerva hrany uv je m(uv) := c(uv) — f(uv) + f(vu).
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Ukazme si nyni algoritmus, ktery rezervy vyuziva, a dokazme, Ze je konecny
a Ze najde maximalni tok kazdé raciondlni sité.
Algoritmus (Forduv-Fulkersonuv)
1. f « libovolny tok, napf. v§ude nulovy (Ve € E : f(e) < 0).
2. Dokud 3P cesta ze z do s takova, ze Ve € P : r(e) > 0, opakujeme:
¢ «— min{r(e) | e € P}.
Pro vSechny hrany uv € P:
§ — min{f(vu),e}
flou) — flou) =6
fluv) = f(uw) +e—-0

8. Prohlasime f za maximalni tok.

NS ok w

Problém: Zastavi se Forduv-Fulkersontiv algoritmus?

® Pro celociselné kapacity se v kazdém kroku zvétsi velikost toku alespon
o 1. Algoritmus se tedy zastavi po nejvice tolika krocich, jako je né&jaka
horni zavora pro velikost maximéalniho toku — nap¥. soucet kapacit vsech
hran vedoucich do stoku
Z c(us).

uusel

® Pro raciondlni kapacity vyuzijeme jednoduchy trik — kapacity vynasobime
spole¢nym jmenovatelem a pfevedeme na ptvodni pfipad. Uvédomme si,
ze algoritmus nikde kapacity hran ale ani toky na hranach nedéli, takze
uz ziustanou celodiselné. A tak jsme prevedli raciondlni kapacity na celo-
¢iselné, pro které uz vime, ze se algoritmus zastavi.
® Na siti s iracionalnimi kapacitami se algoritmus chovd mnohdy divoce,
nemusi se zastavit ale dokonce ani konvergovat ke spravnému vysledku.
K zamysleni: Zkuste vymyslet piiklad takové sité.
Otazka: Vyda algoritmus maximalni tok?
Odpovéd: Vyda. Abychom si to dokézali, zavedme si fezy a pouzijme je jako certifikat
maximality nalezeného toku.
Definice: Rez je usporadana dvojice mnoZin vrcholt (4, B) takova, ze A a B jsou
disjunktni, pokryvaji vSechny vrcholy, A obsahuje zdroj a B obsahuje tok. Neboli
ANB=0,AuB=V,z€ A, s¢ B.
Definice: Hrany 7ezu E(A,B) := ENA x B.
Poznamka: Rezy se daji definovat vice zptisoby, jedna z definic je, Ze fez je mnoZina

hran grafu takovych, Ze po jejich odebrani se graf rozpadne na vice komponent. Tuto
definici spliiuje i ta nase, ale ne naopak.

Definice: Kapacita Tezu je



Definice: Tok pres tez je

fFAB) = > fle— > [l

e€E(A,B) e€E(B,A)

Pozorovani: Pro kazdy tok f a kazdy fez (A, B) plati, ze f(A, B) < c¢(A, B).
Dikaz:

FAB) = > floo= Y. fleos Y. fleos D cle)=c(AB).

ec(A,B) e€E(B,A) e€E(A,B) e€E(A,B)

Q@
Lemmatko: Pro kazdy tok f a pro kazdy fez (A, B) plati f(A, B) = |f|.
Diikaz: Indukci a obrazkem.

Zalneme s fezem (V' \ {s}, {s}). Pro tento fez lemma plati z definice velikosti
toku. Dale budu postupné pfesouvat vrcholy z mnoziny B do mnoziny A. Libovoly
fez muze byt takto vytvoren z toho trivialniho.

Piedstavme si, Ze mame jiz libovolny ez (A, B) a pfesouvame vrchol v z A
do B. Tedy A’ = A\ {v} a B’ = BU {v}.

Uvédomme si, Ze vSechny hrany jednoho typu (napf. vedouci z A do v) se cho-

vaji stejné, takZe stac¢i uvazovat hrany pouze 4 typt (+ ostatni hrany (ty, které
pfesun neovlivni) oznadime ¢):

® o — hrany vedouci z A do v
® 3 — hrany vedouci z v do B
® v — hrany vedouci z v do A
® § — hrany vedouci z B do v

Piesun vrcholu v z A do B.

Pied pfesunem (v € A) se f(A, B) skladd z € + 8 — ¢. Po pfesunu (v € B)
se f(A’, B’) sklada z € + o — . Rozdil téchto hodnot je a +§ — 3 — 7.

Nicméné z Kirchhoffova zadkonu o vrcholu v (coz neni ani zdroj ani stok) vime,
e a+8—0B—v=f2@¢) =0, nebot o + & je to, co do v pfitékd, a B + v je to,
co z v vytékad. Tedy tok pres fez pred presunem je stejné velky jako tok pres fez
po presunu. Pokud lemma platilo pfed pfesunem, musi platit i po pfesunu. Q
Dusledek: Pro kazdy tok f a fez (A, B) plati, ze |f| = f(4, B) < ¢(A, B).
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Pozorovani: Pokud najdeme dvojici tok f afez (A, B) takovou, Ze plati | f| = ¢(4, B),
pak tok f je maximélni a Fez (A, B) minimalni.

Véta: Pokud se Forduv-Fulkersontv algoritmus zastavi, tak vyd4a maximalni tok.
Dikaz:

Necht se Fordtuv-Fulkersontiv algoritmus zastavi. Definujme A = {v € V; 3 ces-
ta ze z do v jdouci po hrandch s r >0} a B=V\ A.

Uvédomme si, ze (A, B) je fez, nebot z € A (ze z do z existuje cesta délky 0)
a s ¢ B (kdyby s € B, tak by musela existovat cesta ze z do s s kladnou rezervou,
tudiz by algoritmus neskonéil, njybrz tuto cestu vzal a stavajici tok vylepsil).

Déle vime, Ze vSechny hrany fezu maji nulovou rezervu, neboli Vuv € E(A, B) :
r(uv) = 0 (kdyby méla hrana uv rezervu nenulovou, tedy kladnou, tak by vrchol v
patfil do A). Proto po v8ech hranach fezu vedoucich z A do B tece tolik, kolik jsou
kapacity téchto hran, a po hranéch vedoucich z B do A netece nic, tedy f(uv) = c(uv)
a f(vu) = 0. Mame Fez (A, B) takovy, ze f(A, B) = c¢(A, B). To znamend, Ze jsme
nasli maximalni tok a miniméalni fez. Q

Zformulujme si, co jsme zjistili a dokazali o algoritmu pant Forda a Fulkersona.

Véta: Pro sif s raciondlnimi kapacitami se Fordav-Fulkersontiv algoritmus zastavi
a vyda maximalni tok a miniméalni rez.

Véta: (Fordova-Fulkersonova)

i c(A,B) =
(Bin (4, B) = max|f].

Diikaz:

Jiz vime, Ze min4 gy c(A, B) > maxy |f|. Staci tedy dokazat, ze vzdy existuji
tok f a Fez (A B) takové, ze c¢(A, B) = |f|. Pro racionélni kapamty ndm Fordiv-
Fulkersontv algoritmus takovy tok (maximéln{) a fez (minimalni) vyda. Jak je to ale
s redlnymi kapacitami? Vyuzijeme tvrzeni, Ze maximalni tok existuje vzdy. Pak mu-
Zeme spustit Fordav-Fulkersontv algoritmus rovnou na tento maximalni tok (misto
nulového). Algoritmus se nutné ihned zastavi, nebot neexistuje cesta, kterd by méla
alesporti jednu hranu s kladnou rezervou. A my vime, Ze pokud se algoritmus zasta-
vi, tak vyd4d minimélni fez. Proto i pro sif s redlnymi kapacitami plati, Ze existuje
maximalni tok f a minimdlni fez (A, B) a ¢(A, B) = |f|. Q@
Véta: Sit s celociselnymi kapacitami mé aspoii jeden z maximélnich toki celo¢iselny
a Forduv-Fulkersontuv algoritmus takovy tok najde.

Driikaz: Kdyz dostane Fordav-Fulkersontv algoritmus celoéiselnou sitf, tak najde ma-
ximélni tok a ten bude zase celo¢iselny (algoritmus nikde nedéli). Q©

To, Ze umime najit celo¢iselné FeSeni neni tplné samoziejmé. (U jinych pro-
blémi takové $tésti mit nebudeme.) Ukazme si rovnou jednu aplikaci, kterd pravé
celociselny tok vyuzije.

Aplikace: Hledani maximéalniho parovani v bipartitnich grafech.
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Definice: Mnozina hran F' C FE se nazyva pdrovdni, jestlize zadné dvé hrany této
mnoZiny nemaji spoleény ani jeden vrchol. Neboli Ve, f € F:en f = (.

Definice: Parovani je maximalni, pokud obsahuje nejvétsi mozny pocet hran.

Mgjme bipartitni graf G = (V, E). V ném hleddme maximalni parovani. Sestro-
jme si sit takovou, ze vezmeme vrcholy V' grafu G a pfidame k nim dva specidlni
vrcholy z (zdroj) a s (stok) a ze zdroje pfiddme hrany do vSech vrcholt levé par-
tity a ze vSech vrcholu pravé partity povedeme hrany do stoku. VSechny kapacity
nastavme na 1. Hrany bipartitniho grafu zorientujme z levé partity do pravé. Nyni
staél jen na tuto sit spustit Fordav-Fulkersontv algoritmus (nebo libovolny jiny al-
goritmus, ktery najde maximalni celoéiselny tok) a az dobéhne, tak prohlasit hrany
s kapacitami 1 za maximalni parovani.

Hledani maximalniho parovani v bipartitnim grafu.

Existuje totiz bijekce mezi parovanim a celoCiselnymi toky pfi zachovani veli-
kosti. Z kazdého toku na vySe zminéném grafu (viz obrizek) lze sestrojit parovani
o stejné velikosti (velikost toku zde odpovida poctu hran bipartitniho grafu, po kte-
rych potefe 1) a naopak. Dilezité je si uvédomit, ze definice toku (omezeni toku
kapacitou a Kirchhoffovy zdkony) ndm zaruéuji, Ze hrany s nenulovym tokem (tedy
jedni¢kovym) budou tvofit padrovani (nestane se, Ze by dvé hrany za¢inaly nebo kon-
¢ily ve stejném vrcholu, nebot by se nutné porusila jedna ze dvou podminek definice
toku). Potom i maximélni tok bude odpovidat maximélnimu pérovani a naopak.

V bipartitnim grafu najdeme maximalni parovani v éase O(n-(m+n)). Fortv-
Fulkersontiv algoritmus stravi jednou iteraci éas O(m + n) (za prohledani do sifky)
a pri jednotkovych kapacitach bude iteraci nejvyse n, protoze kazdou se tok zvétsi
alespori o 1 a vSechny toky jsou omezené fezem kolem zdroje, ktery ma kapacitu
nejvyse n. Vysledna casova sloztost hledani maximéalniho parovani bude tedy O(n -
(m +n)).

2. Dinictv algoritmus (zapsala Markéta Popelovd)

Na minulé prednasce jsme si ukézali Forduv-Fulkersoniiv algoritmus. Tento
algoritmus hledal maximalni tok tak, Ze zacal s tokem nulovym a postupné ho zvét-
Soval. Pro kazdé zvétseni potfeboval v siti najit cestu, na které maji vsechny hrany
kladnou rezervu (po takovéto cesté miZzeme poslat vice, nez po ni aktualné tece).
Ukézali jsme, Ze pokud takovato cesta existuje, jde tok vylepsit (zvétsit). Zaroven
pokud tok jde vylepsit, pak takovato cesta existuje. Dokézali jsme, ze pro racionalni
kapacity je algoritmus konecny a najde maximalni tok.
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Foruduv-Fulkersonuv algoritmus mé ovsem znac¢né nevyhody. Funguje pouze
pro racionalni kapacity a je pomérné pomaly. Nyni si ukdZzeme jiny algoritmus, kte-
ry nevyleps$uje tok pomoci cest, ale pomoci tokt. ..Budeme k tomi potiebovat sit
rezerv.

Definice: Sit rezerv k toku f vsiti S = (V, E, z, s,¢) jesit R = (S, f) = (V, E, z,s,71),

kde r(e) je rezerva hrany e v toku f.

Konvence: Pro hranu e zna¢i ‘€ hranu opac¢nou. Nap¥. pokud e = uv, tak ‘€ = vu.
Je dulezité si uvédomit, ze sif rezerv je zavisld jak na puvodni siti S, tak

na né&jakém toku f v siti S. Sit rezerv R se pak od sité S lisi pouze kapacitami —

sit R mé jako kapacitu hrany rezervu hrany. Pro pfipomenuti: rezervu hrany e v siti
S =(V,E,z,s,c) s tokem [ jsme si definovali jako r(e) = c(e) — f(e) + f(€).

Nez si ukdzeme samotny algoritmus, dokazeme si nasledujici lemma.

Lemma: Pro kazdy tok f v siti S a pro kazdy tok g v siti R = (.5, f) lze v ¢ase O(m)
nalézt tok f' v siti S takovy, ze |f'| = |f] + |g]-

Dikaz:

Dtikaz rozdélime do t#i kroki. V prvnim kroku si ukdzeme, jak budeme tok f’
v siti S konstruovat. V druhém kroku dokdzeme, Ze takto zkonstruované f’ je oprav-
du tok. A nakonec ukézeme, Ze splituje pozadovanou vlastnost, tedy Ze jeho velikost
je soucet velikosti tokd f a g.

1. konstrukce f’
Pro kazdou dvojici hran e, ‘€ uréime f'(e) a f'(‘€).
e Pokud g(e) = g(‘€) = 0, pak nastavme
* f'(e) = f(e)
o /() = f(e).
e Pokud g(e) > 0 a g(‘€) = 0, pak polozme
* & :=min(g(e), f(& ))
* f'(e) = fle) + g(e) -
. [I(7) = f(7) <.
e Pokud g(e) > 0a g(€) >
* § :=min(g(e), g(¢))
*g'(e):=gle) =0
° g’(‘?) = g((?) — 4.

A timto jsme to prevedli na predchozi pfipad, ktery uz umime vyfesit.

> 0, pak polozme

2. ' je tok

1. Nejdfive ovéfme prvni podminku: Ve € E: 0 < f ( ) < c(e). Vezméme lib.
hranu e € E. Podle toho, co tece po hranich e a ‘€ v toku g jsme rozdélili
konstrukei toku na tii prlpady.



1. Pokud po hranich e a ‘€ netekl zadny tok g, pak jsme nasta-
vili f'(e) := f(e) a f'('€) := f('@). Tedy pokud f dodrzoval
kapacity, tak pro f’ musi platit to samé.

2. Pokud po hraneé e tekl tok g nenulovy a po opac¢né nulovy, tak
jsme zvolili: f'(e) := f(e)+g(e) —e. Vime, Ze jsme si € vybrali
tak, ze € < g(e). Proto f'(e) >0
Ted ovéfme, Ze f'(e) < c(e). V piipadé, ze ¢ = g(e), tak
f'(e) = f(e) < c(e). V opacném piipadé plati, ze ¢ = f(‘€).
Pak ovSem

f'(e) = fe) +g(e) = F(®) < fle) + [cle) — fle) + f(@)] — f(*€) = c(e).

Vyuzili jsme, Ze g je tok v siti rezerv, tedy g(e) < c(e) — f(e)+
fe).

Pro tok f/'(*e) plati, ze ¢ < f(€). Proto f'(*e) = f(*€¢) —e >
0. Zarovens f'(‘e) < f'(‘e ) c(e).

Tim jsme dokazali, ze f'(e) i f/(‘€’) dodrzuji kapacity.

3. V poslednim pfipadé tekl po obou hranach kladny tok g. Mensi
tok z g(e) a g('€) jsme vynulovali a od vétsiho odecetli ten
mensi. Tok ¢'(e) a ¢'(€) tedy zistal korektni a tok f' uz
konstruujeme podle pfedchoziho ptipadu.

2. Ted musime jesté dokazat, ze novy tok neporusuje Kirchhoffovy zédkony:
Yo € V\{zs}: ) =0.

Vezméme si libovolnou hranu e € E, Ze e = uv. Uvédomme si, ze pii pre-
chodu z f(e) na f(*€) az f/(e) na f'(*€) bylo:

- f2(u) sniZeno o g(e)

- fA(v) zvyseno o g(e).
Pak plati

PR = PP+ Y glw)— Y glou) =
uwuveE wvu€EE
= f20) + 97 (v) =g~ (v) = [2(v) + g (v).
Jelikoz f byl tok, tak f2(v) = 0 a g byl tok, takze g®(v) = 0. Proto
f2 ) = f2(v) + g% (v) = 0.
Tim jsme dokazali, ze [’ je tok v siti S.
3 Af' = 1f1+1gl
'] = f"2(s) = [2(5) + 9%(s) = | +g]-
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Pro algoritmus budeme potfebovat vybirat kvalitni toky g v siti rezerv. Pokud
se nam to bude dafit, bude se tok f’ rychle zvétSovat, az bychom mohli dojit k maxi-
malnimu toku. Nejlépe by se ndm hodily co nejvétsi toky v siti rezerv. Kdybychom
si dali za cil najit vzdy maximalni tok v siti rezerv, vysledek by byl sice krasny
(dostali bychom tak rovnou i maximélni tok v pivodni siti), ale problém hledani
maximéalniho toku bychom pouze pienesli na jinou sif. Nase pozadavky na tento
tok budou tedy takové, aby byl dostatecné velky, ale abychom béhem jeho hleda-
ni nestravili moc casu. Podivejme se, jak se s timto problémem vyrovna Dinictiv
algoritmus. Nejdiive si ale zadefinujme nékolik pojmu.

Definice: Tok f je blokujici, jestlize pro kazdou orientovanou cestu P ze z do s
existuje hrana e € P takova, ze f(e) = c(e).

Definice: Sit je vrstevnatd (prodisténd), kdyz vSechny vrcholy a hrany lezi na nej-
kratsich cestach ze z do s.

Diniciiv algoritmus za¢ind s nulovym tokem. Potom vzdy podle toku f sestroji
sit rezerv a v ni vymaZze hrany s nulovou rezervou. Pokud v této promazané siti
rezerv neexistuje cesta ze zdroje do stoku, tak skonci a prohlasi tok f za maximéalni.
Jinak prodisti sit rezerv tak, aby se z ni stala vrstevnata sit (rozdéli vrcholy do vrstev
podle vzdalenosti od zdroje a odstrani pfebyte¢né hrany). Ve vrstevnaté siti najde
blokujici tok, pomoci néhoz zlepsi tok f. Pak opét pokrac¢uje sestrojenim sité rezerv
na tomto vylepSeném toku f atd.

) t
Prodisténa sit rozdélend do vrstev

Algoritmus (Dinicuv)
1. f < nulovy tok.
. Sestrojime sit rezerv R a smazeme e : r(e) = 0.
. I «— délka nejkratsi cesty ze z do s v R.
. Pokud [ = oo, zastavime se a vratime f.
. Procistime sit R — sit C.
. g < blokujici tok v C.
. Zlepsime tok f pomoci g.
8. GOTO 2.

Pozorovani: Pokud se algoritmus zastavi, vyda maximalni tok.

N O O W N

Dikaz: Vime, Ze f je stale korektni tok (jediné, jak ho ménime je pfi¢itani toku g,
coZ je, jak jsme si dokdzali, ,neskodnd operace“). Jakmile neexistuje cesta ze z do s
v R, tak je f maximdlni tok, nebof v tuto dobu by se zastavil (a vydal maximalni
tok) i Fordtiv-Fulkersontiv algoritmus, ktery je korektni. V)
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A ted je$té musime ujasnit, jak budeme Cistit sit rezerv a vybirat blokujici
tok g.
Algoritmus procisténi sité rezerv
1. Rozdélime vrcholy do vrstev podle vzdalenosti od z.
2. Odstranime vrstvy za s, hrany do minulych vrstev a hrany uvnitf
vrstev.
3. Odstranime ,slepé ulicky, tedy vrcholy s deg®*(v) = 0, a to opa-
kované pomoci fronty. (Nejdiive zafadime do fronty vSechny vrcholy
s deg”(v) = 0. Pak dokud neni fronta prazdna, vidy vybereme vr-
chol v z fronty, odstranime v a vSechny hrany uv. Pro kazdy takovy
vrchol u zkontrolujeme, zda se tim nesnizil vystupni stupen vrcholu u
na nulu ( deg®*(u) = 0). Pokud snizil, tak ho zafadime do fronty.)

Neprodcisténd sit. Obsahuje zpétné hrany, hrany uvnitt vrstvy a slepé ulicky.

Hledani blokujicitho toku zacneme s tokem nulovym. Pak vezmeme vzdy ori-
entovanou cestu ze zdroje do stoku v siti C. V této cesté najdeme hranu s nejnizsi
hodnotou vyrazu r(e) — g(e) (neboli c¢(e) — f(e) v ptivodni siti). Tuto hodnotu ozna-
¢ime €. Pak ke vSem hrandm pfi¢teme . Pokud tok g na néjaké hrané dosahne
kapacity hrany, coz je zde r(e), tak hranu vymazeme. Nésledné sif docistime, aby
spliiovala podminky vrstevnaté sité. A pokud jesté existuje néjaké orientovana cesta
ze zdroje do stoku, tak opét pokracujeme s touto cestou.

Algoritmus hledani blokujiciho toku
1. g < nulovy tok.
2. Dokud existuje orientovand cesta P ze z do s v C, opakuj:
3. € « min.ep(r(e) — g(e)).
ProVe e P: g(e) — g(e) +«.
Pokud g(e) = r(e), smazeme e z C.

S o

Dodistime sit zase pomoci fronty.

Casova slozitost Rozeberme si jednotlivé kroky algoritmu.

1. Inicializace toku f ...O(1).
2. Sestrojeni sité rezerv a smazani hran s nulovou rezervou ...O(m + n).
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3. Najiti nejkratsi cesty (prohleddvanim do sifky) ... O(m + n).
4. Zkontrolovani délky nejkratsi cesty ... O(1).
5. Procisténi sité ... O(m + n).
1. Rozdéleni vrcholi do vrstev — provedlo jiz prohledavani do sif-
ky ...O(1).
2. Odstranéni nékterych hran ... O(m + n).
3. Odstranéni ,slepych uli¢ek“ pomoci fronty — kazdou hranu od-
stranime nejvyse jedenkrat, kazdy vrchol se dostane do fronty
nejvyse jedenkrét ... O(m + n).
6. Najiti blokujiciho toku g ...O(m - n).

1. Inicializace toku g ...O(1).
2. Najiti orientované cesty v procisténé siti rezerv (sta¢i vzit li-
bovolnou cestu ze zdroje, nebot kazda z nich v této siti vede
do stoku) ...O(n).
3. Vybér minima z vyrazu r(e) — g(e) pres vSechny hrany cesty
— ta muze byt dlouhd nejvyse n ... O(n).
4. Prepocitani vsech hran cesty ... O(n).
5. Smazani hran cesty, jejichz tok g(e) se zvysil na hodnotu r(e)
6. Docistovani vyfesme zvI4st.
Vnitini cyklus (kroky 2 az 6) provedeme nejvyse m krét, nebot pfi kazdém
pruchodu vymazeme alespoii jednu hranu (tak jsme si volili €).
Cisténi béhem celého hledani blokujiciho toku ¢ v prodisténé siti rezerv
trvé dohromady O(m+n), nebot kazdou hranu a vrchol smazeme nejvyse
jedenkrat.
Najiti blokujiciho toku bude tedy trvat O(m - n + (m +n)) = O(m - n).
7. ZlepSeni toku f pomoci toku g ... O(m).
8. Skok na 2. krok ...O(1).

Zbyva nadm jen uréit, kolikrdt projdeme vnéjsim cyklem (fézi). DokéZzeme si lem-
ma, %e hodnota [ vzroste mezi prichody vnéjsim cyklem (fazemi) alespoii o 1. Z toho
plyne, ze vnjésim cyklem mutZeme projit nejvyse n-krat, nebot cesta v siti na n vr-
cholech muze byt dlouha nejvyse n.

Uvédomme si, ze uvnitf vnéjsiho cyklu prevlada ¢len O(m - n), takze celkova
¢asové slozitost bude O(n? - m).

Lemma: Hodnota [ vzroste mezi fazemi alespon o 1.
Diikaz:

Podivame se na pribéh jednoho prichodu vnéjsim cyklem. Délku aktualné nej-
kratsi cesty ze zdroje do stoku oznacme [. VSechny ptivodni cesty délky [ se béhem
priichodu zarucené nasyti, protoze tok g je blokujici. Musime vSak dokazat, ze ne-
mohou vzniknout zadné nové cesty délky [ nebo mensi. V siti rezerv totiz mohou
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hrany nejen ubyvat, ale i pfibyvat: pokud posleme tok po hrané, po které jesté nic
neteklo, tak v protisméru z dosud nulové rezervy vyrobime nenulovou. Rozmysleme
si tedy, jaké hrany mohou ptibyvat.

Hrany mohou ptibyvat jen tehdy, kdyZ jsme po opacné hrané néco poslali. Ale
my néco posilame po hranach pouze z vrstvy do té nasledujici. Hrany tedy pribyvaji
do minulé vrstvy.

Vznikem novych hran by proto mohly vzniknout nové cesty ze zdroje do stoku,
které pouzivaji zpétné hrany. Jenze cesta ze zdroje do stoku, kterd pouzije zpétnou
hranu, musi alespon jednou skoc¢it o vrstvu zpét a nikdy nemtze skocit o vice nez
jednu vrstvu dopredu, a proto je jeji délka alespon [+ 2. Pokud cesta novou zpétnou
hranu nepouzije m4 bud délku > [, coz je v porddku, nebo méa délku = I, pak je
zablokovana.

Tim je lemma dokdzdno. V)

Cesta uzivajici novou zpétnou hranu

Vsechna dokézana tvrzeni mtzeme shrnout do nasledujici véty:
Véta: Dinictiv algoritmus najde maximélni tok v éase O(n? - m).
Poznamka: Algoritmus se chovd hezky na sitich s malymi racionalnimi ¢isly, ale
kupodivu i na rfiznych jinych sitich. Casto se pouziva, nebot se chové efektivné. A je
mnoho zpisobt, jak ho jesté vylepsovat, ¢i odhadovat nizsi slozitost na specidlnich
sitich.
Poznamka: Algoritmus nevyZaduje racionéalni kapacity! Dalsi z davodi, pro¢ maxi-
malni tok existuje i v siti s iracionalnimi kapacitami.

3. Goldbergﬁv algoritmus (zapsala Markéta Popelovd)

Predstavime si novy algoritmus pro hleddni maximalniho toku v siti, ktery
se ukaze byt stejné dobry jako Dinictiv algoritmus (O(MN?)) a po nékolika vylep-
Senich bude i lepsi. Nejdfive si pfipomenme definice, které budeme potiebovat:
Definice: Mé&jme sit S = (V, E, z, s, ¢), tok f a libovolny vrchol v. Pak f2(v) nazj-
vame prebytek ve vrcholu v a definujeme ho:

fAw) =Y fluw) = Y flow).
wek vueE

Prebytek ve vrcholu v je tedy soucet vSeho, co do vrcholu v pfitece, minus soucet
v8eho, co z v odtece.
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Definice: Méjme sit S = (V, E, z,s,¢), tok f a libovolnou hranu uv. Pak r(uv) je
rezerva hrany uv a je definovana:

r(uv) = c(uv) — f(uw) + f(vu).
Rezerva hrany znadi, co jesté je mozno po té hrané poslat.
Poznamka: Budeme pouzivat znaceni, ze N je pocet vrcholi a M je pocet hran,
tedy N =|V]|a M = |E|.

Goldberguv algoritmus na rozdil od Dinicova algoritmu za¢ina s né¢im, co prav-
dépodobné tok neni (budeme to nazyvat vlna), a postupné to zmensuje aZ na korektni
tok.

Definice: Funkce f : E — Ry je vlna v siti (V, E, z,s,¢) tehdy, kdyZ jsou splnény
nasledujici dvé podminky:

“Yee E: fe) <c(e)

Yo e V\{zs}: fAw) >0.
Pozorovani: Kazdy tok f je vina. Nebot Ve € E : f(e) < c(e) aVv # z,5: f2(v) = 0.
Operace: Prevedent prebytku

Algoritmus bude potfebovat prevadét prebytky z vrcholu u na sousedni vr-
chollL v. Mé&jme hranu wv s kladnou rezervou: r(uv) > 0 a kladnym pfebytkem
ve vrcholu u: f2(u) > 0. Cést prebytku budeme chtit poslat z vrcholu u do vr-

cholu v. Vezmeme & := min(f*(u),r(uv)) a po hrané uv posleme tok o velikosti d.
Vysledna situace bude vypadat nasledovné:

() = A (u) - 6.
R (v) = fA) + 6.
< r'(uv) = r(uv) — 6.
< r'(vu) = r(vu) + 0.

Kdybychom ovsem nepfidali zAdnou jinou podminku, nas algoritmus by se mohl
krésné zacyklit (napf. posilat piebytek z u do v a zase zpéatky). Abychom se tomu
vyhnuli, zavedeme vysku vrcholu h : V. — N a dovolime prevadét prebytek pouze
z vy$§iho vrcholu u na nizsi v: h(u) > h(v).

Shrnuti: Podimnky pro pfevedeni piebytku po hrané uv € E:

1. Ve vrcholu u je nenulovy piebytek: f2(u) > 0.
2. Vrchol u je vy$ nez vrchol v: h(u) > h(v).
3. Hrana uwv mé nenulovou rezervu: r(uv) > 0.

Definice: Rekneme, 7e pievedeni je nasycené, pokud po pievodu rezerva na hrané uv
klesla na nulu, tedy r(uv) = 0. Naopak pfevedeni je nenasycené, pokud po prevodu
klesl prebytek ve vrcholu u na nulu, tedy f2(u) = 0. Pokud r(uv) =0 a f2(u) =0,
budeme ptrevedeni povazovat za nasycene.

Operace: Pro vrchol u € V' definujme zvednuti vrcholu: Pokud b&hem vypoctu nara-
zime ve vrcholu u na prebytek, ktery nelze nikam prevést, zvétsime vysku vrcholu «
o jednicku, tj. h(u) — h(u) + 1.
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Algoritmus (Goldberguv)

1.Yv € V : h(v) < 0 (vSem vrcholim nastavime pocate¢ni vysku nula)
a h(z) < N (zdroj zvedneme do vysky N).

2.Ye € E : f(e) <« 0 (po hranich nejdiive nenechdme protékat nic)
aVzu € E : f(zu) < c(zu) (ze zdroje pustime maximalni moznou
vinu).

3. Dokud Ju € V' \ {z,s} : f2(u) > 0:

4. Pokud Fv € V :wv € E, r(uww) > 0 a h(u) > h(v), pak pfevedeme

prebytek po hrané z u do v.
5. V opa¢ném piipadé zvedneme u: h(u) — h(u) + 1.
6. Vratime tok f jako vysledek.

Nyni bude nasledovat nékolik lemmat a invarianti, jimiz dokazeme spravnost a ko-
necnost Goldbergova algoritmu.

Invariant A (zaklad):

1. Funkce f je v kazdém kroku algoritmu vina.
2. h(v) nikdy neklesa pro zadné v.
3. h(z) = N a h(s) = 0 po celou dobu algoritmu.

Diikaz: Indukci dle béhu algoritmu.

Na zacétku je vSe v pofadku (f je nulova funkce, pfebytky vSech vrchold jsou
nezdporné, tedy f je vlna, h(z) = N a h(s) = 0. V prubéhu se tyto hodnoty méni
pouze pri:

® Prevedeni po hrané uv: Po hrané uv se neposle vice nez jeji rezerva. Pre-
bytek u se snizi, ale nejméné na nulu. Pfebytek v se zvysi. Tedy f ztustava
vlnou. Vysky se neméni.

® Zvednuti vrcholu u: Méni pouze vysky — a to vrchold raznych od zdroje
¢ stoku — a pouze je zvySuje. @

Invariant S (o Spadu): Neexistuje hrana wv € E : r(uv) > 0 & h(u) > h(v) +1
(s kladnou rezervou a spadem vétsim nez jedna).

Diikaz: Indukci dle béhu algoritmu.

Na zacatku maji vSechny hrany ze zdroje rezervu nulovou a vSechny ostatni
vedou mezi vrcholy s vyskou 0. V pribéhu by se tento invariant mohl pokazit pouze
dvéma zpusoby:

® Zvednutim vrcholu u, ze kterého vede hrana uv s kladnou rezervou a spa-
dem 1. Tento piipad nemtzZe nastat, nebof hranu zveddme pouze tehdy,
kdyz neexistuje vrchol v takovy, ze hrana uv ma kladnou rezervu a spad
alespon 1. Takovy vrchol v nasem pfipadé existuje, proto se misto zvednuti
vrcholu u posle prebytek po hrané uv.

® 7Zvétsenim rezervy hrany se spadem vétsim nez 1. Toto také nemize na-
stat, nebot rezervu bychom mohli zvétsit jediné tak, ze bychom poslali
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néco v protisméru — a to nesmime, jelikoz bychom poslali prebytek z niz-
$iho vrcholu na vyssi. Q@

Lemma K (o Korektnosti): Kdyz se algoritmus zastavi, je f maximalni tok.

Diikaz: Dtukaz rozlozme do dvou kroku. Nejdiive ukazeme, ze f je tok, a pak jeho
maximalitu.

1. Necht se algoritmus zastavil. Pak nemohl existovat zadny vrchol v (kromé
zdroje a stoku) s kladnym ptebytkem. Tedy Yv € V' \ {z,s} : f2(v) = 0.
(Vime jiz, ze f je po celou dobu vlna, takze pfebytek nemtze byt nikdy
zaporny.) V tom piipadé spliiuje f podminky toku.

2. Pro spor predpokladejme, Ze tok f neni maximélni. Pak existuje zlepsuji-
ci cesta, tedy cesta ze zdroje do stoku, jejiz vSechny hrany maji kladnou
rezervu. Vezméme si libovolnou takovou cestu. Zdroj je stile ve vysce NV
a spotiebi¢ ve vysce 0 (viz invariant A). Tato cesta tedy pfekonavé vys-
ku N, ale mize mit nejvyse N — 1 hran. Proto existuje alespon jedna
hrana se spadem alespon 2. Tato hrana tedy nemtize mit kladnou rezervu
(viz invariant S). Tato cesta proto nemutze byt zlepsujici, coZ je spor. Tim
jsme dokazali, ze f je nutné maximélni tok. Q

Definice: Cestu P nazveme nenasycenou, pokud vSechny jeji hrany maji kladnou
rezervu. Neboli Ve € P : r(e) > 0.

Lemma C (Cesta): Mé&jme vrchol v € V. Pokud f2(v) > 0, pak existuje nenasycen4
cesta z vrcholu v do zdroje.

Diikaz: Mé&jme né&jaky vrchol v € V takovy, ze f2(v) > 0. Potom definujme mnozinu
A :={u € V : 3 nenasycena cesta z v do u}.

Sectéme piebytky ve vSech vrcholech mnoziny A. Piebytek kazdého vrcholu
se spocita jako soucet toku do néj vstupujicich minus soucet toku z néj vystupujicich.
Vsechny hrany, jejichz oba vrcholy lezi v A, se jednou pfictou a jednou ode¢tou. Proto
nas budou zajimat pouze hrany mezi A a V' \ A.

S ffwy= > fla)- DY flab) < 0.

ueA abeEN(V\Ax A) abeEN(AXV\A)

-0 >0

Ukazme si, pro¢ ZabeEﬁ(V\AxA) f(ab) = 0. Mé&jme vrcholy a e V\Aabe A
takové, ze ab € E. O nich vime, Ze r(ab) = 0 (jinak by a pat¥ilo do A) = f(ab) = 0.
Proto do A nic nepfitéka.

Obrézek k dtkazu lemmatu C
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Druhy ¢len ZabEEﬂ(AXV\A) f(ab) > 0 je zfejmy, nebot tok na hrané je vzdy
nezaporny a soucet nezapornych Cisel je nezaporné ¢islo.

Proto » ,ca fA(u) <0. Zéaroveii véak v A je aspoii jeden vrchol s kladnym
prebytkem, totiZ v, proto v A musi byt také vrchol se zdpornym prebytkem — a jediny
takovy je zdroj. Tim je dokdzano, ze z € A, tedy Ze vede nenasycena cesta z vrcholu v
do zdroje.

V)
Invariant V (Vyska): Vo € V plati h(v) < 2N.
Diikaz: Kdyby existoval vrchol v s vyskou h(v) > 2N, tak by musel byt nékdy
zvednut z visky 2N. Tehdy musel mit kladny prebytek f(v) > 0 (jinak by nemohl
byt zvednut). Dle lemmatu C musela existovat nenasycend cesta z v do zdroje. Tato
cesta méla spad alespoit N, ale mohla mit nejvySe N — 1 hran (jinak by to nebyla
cesta v siti na N vrcholech). Tudiz musela na této cesté existovat hrana se spadem
alespori 2, coZ je spor s invariantem S (nebot vSechny hrany této cesty maji z definice
nenasycené cesty kladné rezervy). Q@

Lemma Z (poéet Zvednuti): Pocet vSech zvednuti je maximalng 2V2.

Diikaz: Staci si uvédomit, ze kazdy vrchol mizeme zvednout maximalné 2N-krat
a vrcholid je N. Q
Lemma S (naSycena pFevedeni): Pocet vSech nasycenych pievedeni je nejvys NM.
Diikaz: Pro kazdou hranu uv spocitejme pocet nasycenych prevedeni (tedy takovych
pfevedeni, Ze po nich klesne rezerva hrany na nulu). Abychom dvakrat nasycené
prevedli pfebytek (nebo jeho ¢ast) z vrcholu u do vrcholu v, tak jsme museli u
mezitim alespon dvakrat zvednout. Ale nejvySe muzeme hranu zvednout 2/N-krét.
Vsech hran je M, proto pocet vSech nasycenych prevedeni je nejvyse N M. Q
Lemma N (Nenasycena pfevedeni): Pocet vSech nenasycenych prevedeni je O(N2M).

Diikaz: Dukaz provedeme pomoci potencidlové metody — nadefinujme si nasledujici
funkci jako potencial:
o= Y h).

v:fA (v)>0
V#£2Z,8

Nyni se podivejme, jak se nas potencial béhem algoritmu vyviji a jaké ma vlastnosti:

e Na pocatku je & = 0.

e Béhem celého algoritmu je ® > 0, nebof je souétem nezapornych ¢lent.

® Zvednuti vrcholu zvysi @ o jedni¢ku (Aby byl vrchol zvednut, musel mit
kladny piebytek = vrchol do sumy jiz pfispival, ted jen prispéje ¢islem
o 1 vy8§im.). Jiz vime, Ze za cely pribéh algoritmu je vSech zvednuti
maximalné 2N2, proto zvedanim vrcholfl zvysime potencidl dohromady
nejvyse o 2N2.

e Nasycené prevedeni zvysi ® nejvyse o 2N, protoze bud po prevodu hra-
nou wv v u zustal néjaky prebytek, takze se mohl potencial zvysit nejvyse
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o h(v) < 2N, nebo je pfebytek v u po pfevodu nulovy a potencil se dokon-
ce o jedna snizil. Za cely pribéh tak dojde k maximalné NM takovymto
pfevedenim, diky nimz se potencial zvy$i maximélné o 2N2M.

® Konecné kdyz prevadime po hrané uv nenasycené, tak od potencidlu ur-
¢ité odecteme vysku vrcholu u (nebot se vynuluje pfebytek ve vrcholu w)
a mozna pricteme vysku vrcholu v. Jenze h(v) = h(u) — 1, a proto nena-
sycené prevedeni potencidl vzdy snizi alespon o jedna.

Z tohoto rozboru chovani potencidlu ® v prabéhu algoritmu ziskdvame, Ze pocet
véech nenasycenjch pievedeni miize byt nejvyse 2N? + 2N2M, coz je O(N2M). ©
Implementace:
Budeme si pamatovat seznam P vSech vrcholi v # z, s s kladnym pfebytkem.
Neboli
P={veV\{zs}|3) >0}

Kdyz ménime pfebytek néjakého vrcholu, mizeme nas seznam v konstantnim case
aktualizovat (nap¥. tak, ze si kazdy vrchol pamatuje pozici, na které v seznamu P je).
V konstantnim ¢ase také umime odpovédeét, zda existuje né€jaky vrchol s prebytkem.
Déle si pro kazdy vrchol u € V budeme pamatovat L(u) seznam hran uwv € E
takovych, které vedou doli (maji spadd alesponi 1) a kladnou rezervu. Neboli

Lu)={w e E|veV, rluw) >0, h(v) < h(u)}.

Diky tomu muZeme pFistupovat k patiiénym sousediim u v ¢ase O(1), stejné jako
pfidavat hrany do L(u), resp. je mazat. Opét kazda hrana si bude pamatovat pozici,
na které se nachazi v seznamu L.

Rozbor casové sloZitosti algoritmu:

1. Inicializace vysek ... O(1).
2. Inicializace vlny f ... O(M).
3. Vybér vrcholu u s kladnym piebytkem — vezmeme prvni vrchol v P
.O().
4. Vybér vrcholu v, do kterého vede z u hrana s kladnou rezervou a ktery je
nize nez u — vezmeme prvui hranu z L(u) ... O(1).
Pievedeni pfebytku: ... O(1).
- Nasycené ptevedeni ... O(1).
- Rezerva hrany uv klesne na nulu = hrana uv vy-
padne z L(u) ... O(1).
- Pfebytek vrcholu v se zvysi = pokud jesté nebyl
v seznamu P, tak se tam piida ... O(1).
- Pfebytek vrcholu v mozné také klesne na nulu =
pak by vrchol u vypadnul z P ... O(1).

- Nenasycené pfevedeni ... O(1).
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- Rezerva hrany uv zlstane nezaporna = hrana wv
zlstane v L(u) ... O(1).

- Vynuluje se prebytek vrcholu v = vrchol v vypad-
nez P ... O(1).

- Pfebytek vrcholu v se zvysi = pokud jesté nebyl
v seznamu P, tak se tam pirida ... O(1).

5. Zvednuti vrcholu w ... O(N).
Musime obejit vSechny hrany do u a z u, kterych je nejvyse 2N — 2,
porovnat vysky a pfipadné tyto hrany uv odebrat ze seznamu L(u) resp.
ptidat do L(v). Abychom pro odebrani hrany uv ze seznamu L(u) nemuseli
prochdzet cely seznam, budeme si Vv € V pamatovat jesté L~ 1(v) :=
seznam ukazatell na hrany uv v seznamech L(u).

Vidime, ze kazdé zvednuti je sice drahé, ale je jich zase pomérné malo. Naopak
prevadeéni prebytkd je Castd operace, takze je vyhodné, ze trva konstantni ¢as.
Shrnuti:

e Viech zvednuti je O(N?) (viz lemma Z), kazdé trvd O(N)... O(N?).
e Vsech nasycenych pievedeni je O(N M) (viz lemma S), kazdé trvd O(1) ... O(NM).
e Viech nenasycenych pievedeni je O(N2M) (viz lemma N), kazdé trva

O(1)...O(N?M).

Dohromady mé tedy Goldbergtiv algoritmus ¢asovou slozitost O(N2M). Vi-
dime, Ze uz v tomto obecném ptipadé to neni horsi nez Dinicav algoritmus. Pristé
si ukdzeme, ze muze mit i mnohem lepsi. Nejdiive ale zformulujme vSechna dokédzana
tvrzeni do nasledujici véty:

Véta: Goldbergiiv algoritmus najde maximélni tok v dase O(N2M).
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