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Euklidav algoritmus verze 1.0

Zadani: Urcete nejvétsiho spoleéného délitele dvou zadangjch prirozenych cisel ag a bg.
Vstup: ag, by-
Vystup: NSD(ag, bp).

Algoritmus:
1. a < ag,b < bg. (Do a dosad ag a do b dosad by.)
2. Dokud a # b:

2.1. Jestlize a < b:
2.1.1. a<+b. (Prohod a ab.)
22. a+a—b. (Doa dosad a—b.)

3. Vrat a. (Vysledek je a.)

Dukaz konecnosti:

V kazdém kroku se a + b zmensi o min(a,b), tedy vzdy alespon o 1. Jestlize jsme na zac¢dtku dostali 2
kladnd (pfirozend) ¢isla a odecitdme vzdy mensi od vétsiho, tak nemuzeme ziskat ¢islo zdporné. Nemuzeme
ziskat ani 0, nebot to by se stalo jen tehdy, Ze by é&isla byla stejna - v takovém piipadé bychom jiz skonéili
a vydali vysledek. Proto bude mit a + b stile kladnou hodnotu. A jelikoz se pokazdé alespon o jedna snizi,
tak probéhne nejvyse a + b pruchodu cyklem - a pak algoritmus skonéi.

Dukaz spravnosti:

Pozorovani: Proa >bplati: d|a & d|b&d|a—b& d|b.

Dikaz. 1. =

Necht d je spole¢ny délitel éisel a i b. Pak existuji piirozens &isla = a vy, Ze
a=d-x a b=d-y.
Pak ale d je i délitelem a — b, nebot
a—b=d-z—d-y=d-(zr—vy).
A trividlneé d déli i b.
2. &<
Necht d je délitel a — b i b. Pak existuji pfirozena &isla x a y, Ze
a—b=d-x a b=d-y.
Pak d je délitelem i a, nebot

a=a—-b+b=d-z+d-y=d-(z+y).



Dausledek: Pro a > b plati NSD(a,b) = NSD(a — b,b).

Diikaz. Jelikoz vsichni délitelé a a b déli i a — b a b a naopak, tak i ten nejvétsi musi byt stejny. Tedy
NSD(a,b) = NSD(a — b,b). O

Pozorovani: Pro jakdkoliv pfirozend a,b plati: NSD(a,b) = NSD(b, a).
Pozorovani: Po celou dobu béhu algoritmu plati invariant NSD(ag, bg) = NSD(a,b).

Dukaz. (Matematickou indukef dle doby béhu algoritmu)
1. Na zacdtku algoritmu (pfed prvnim pruchodem cyklem) to trividlné plati. NSD(ag, bo) = NSD(ao, bo)

2. (IP) Necht jsme na konci n-tého priicchodu cyklem. Hodnoty v a a b si oznaéme a a b. Necht pro tyto
a a b plati indukéni pfedpoklad: NSD(ag,bo) = (a,b).

3. (IK) Co se déje v néasledujicim pruchodu cyklem? Nejdiive moznd prohodime a a b, to ale vime, ze
nejvetsi spolecny délitel neméni. Neboli NSD(a,b) = NSD(b,a). Pak ale jen do a ulozime a —b. A to
jsme si taktéz ukdzali, ze nejvétsi spolecny délitel neméni: NSD(a,b) = NSD(a — b,b). Tedy nejveétsi
spole¢ny délitel ¢isel a, b pred timto prichodem cyklem je stejny jako pfed pristim pruchodem cyklem.

O

Pozorovani: NSD(a,a) = a.
Dusledek: Algoritmus vydéd po konetné mnoha krocich spravny vysledek.

Odhad pamétové slozitosti:

Pamétova slozitost je konstantni, nebot ndm ke véem vypoétiim si staéi pamatovat jen dvé éisla — aktudln{
a a b a moznd jedna pomocna proménnd na vymeénu. Tedy M (n) € O(1).

Odhad ¢asové slozitosti:

Jiz pii dukazu konecnosti jsme ukézali, ze algoritmus uskutecni nejvyse a + b pruchodu cyklem. V jed-
nom pruchodu cyklem se provede konstantné mnoho operaci (vyména dvou proménnych, ode¢teni a ulozend
vysledku). Tedy muzeme ¢asovou slozitost odhadhnout shora T'(n) € O(a + b).

Implementace v Pascalu:

program NSD1;

{Natte dvé ¢isla ze vstupu a vypiSe na vystup jejich nejv&tSiho spoletného délitele.

K tomu vyuZiva euklidiv algoritmus 1.0, tedy tak dlouho odeZitam menSi &€islo od v&tSiho,
az dostanu dvé stejnad cisla, coz je NSD zadanych cisel.}

var a,b,pom : integer;

begin
read(a,b);
while (a <> b) do
begin
if (a < b) then
begin
pom := a;
a := b;
b := pom;
end;
a := a-b;
end;
write(a);
end.



Euklidiav algoritmus verze 2.0

Pozorovani: Pokud bylo jedno ¢islo o mnoho vétsi nez druhé, algoritmus zbytecné dlouho odecitd mensi
od vétsiho. Téchto nékolik kroku by se dalo nahradit vypoctem zbytku po déleni. To pfesné provadi ope-

race modulo. Predpoklddejme, zZe tato operace (napf. pro ¢isla typu integer) trvd konstantné dlouho. Pak
muzeme puvodni algoritmus zrychlit.

Zadani, vstup a vystup jsou stejné jako u Euklidova algoritmu verze 1.0. Zménime pouze algoritmus a
implementaci + si dokdzeme lepsi ¢asovou slozitost.

Algoritmus:
1. a < ag,b<by. (Do a dosad ag a do b dosad by.)
2. Jestlize a < b:
2.1. a+>b. (Prohod a ab.)
3. Dokud b # 0:

3.1. a<—a modb. (Do a dosad a mod b. Tim je urcité a <b.)
3.2. a<>b. (Prohod a ab, aby zase platilo a > b.)

4. Vrat a. (Vysledek je a.)

Dukaz spravnosti:

Rozmysleme si, ze tento algoritmus oproti verzi 1.0 je jiny jen v tom, Ze nékolik pruchodu cyklem s
odecitanim nahradime jednim délenim se zbytkem.

Pro predstavu (o kolik kroku si muzeme pomoci) se podivejme na tento piiklad:
Necht @ = 51 a b = 5, tak hodnoty a, b po jednotlivych prichodech cyklem jsou:

46;5 — 41;5 — 36;5 — 29;5 — 26;5 — 19;5 — 16;5 — 9;5 = 6;5 — 1;5 — 1;1
Misto toho algoritmus verze 2.0 pro stejné vstupni hodnoty bude probihat:
51— 1;0
A jelikoz je jinak tento algoritmus stejny jako ten predchozi, je i tento algoritmus spravny, tedy pocita

nejvetsi spoleény délitel dvou ¢isel. Zméni se jen, jak dlouho mu to trva. A na to se podivejme hned v
nésledujicim odstavci.

Odhad éasové a pamétové slozitosti:

Pozorovani: Jsme-li nékde v prubéhu Euklidova algoritmu verze 2.0 (na zacatku pruchodu cyklem), pak
se béhem nésledujicich dvou iteraci a i b zménsi alespon dvakrat.

Diikaz. Oznacme si ag, by pred iteracemi. Po prvni iteraci jejich hodnoty oznatme a1, b;. Po druhé iteraci je
oznacme as, bs.

Plati tedy
a)p = bo

b1 = ap mod by
ag = bl
bg = ay mod bl.

Chceme ukézat, ze



Nejdiive si uvédomme, Ze pro ¢isla x > y pokud z = & mod y, tak x < y (zbytek po déleni y bude urcite
mensi nez y).
Pak plati nasledujici vztahy:
by =a9 mod by = by < by,

bo =a7 mod by =by modb; = by < by.

(a) Nechf plati by < %. Pak

b
b2 < b1 < 50
(b) Jinak b; > %. Pak ale (plyne z obrazku)
by< 2
2 < o
- bi/2 N
b I P bz--—\-
bz = b mod b-
Obdobné ukizeme, ze
as < %
2 <5

Z prubéhu algoritmu vime, ze
ar =by<ayg = a1 < ag,

as =by =ap modby=ay moda, = as <ai.

Nasleduje tivaha analogicka jako u b:

(a) Necht plati a; < 9. Pak

(b) Jinak a; > . Pak ale

Diky ptredchozimu tvrzeni vime, ze pocet iteraci Euklidova algoritmu verze 2.0 bude nejvyse

2+ ([logy a] + [log, b]).

Proto plati, Ze asymptotickd ¢asovd slozitost tohoto vylepSeného algoritmu je O(log a + log b). Pamétova
slozitost je stejné jako u predchoziho algoritmu konstantni.



Implementace v Pascalu:

program NSD2;
{Natte dvé tisla ze vstupu a vypiSe na vystup jejich nejv&tiiho spoleZného d&litele.
K tomu vyuZiva euklidiv algoritmus 2.0, tedy dlouhé ode&itani z verze 1.0 nahradi

operaci modulo.}

var a,b,pom : integer;

begin
read(a,b);
if (a < b) then
begin
pom := a;
a := b;
b := pom;
end;
while ( b <> 0 ) do
begin
a := a mod b;
pom := a;
a := b;
b := pom;
end;
write(a);
end.



