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Euklid̊uv algoritmus verze 1.0

Zadáńı: Určete nejvěťśıho společného dělitele dvou zadaných přirozených č́ısel a0 a b0.

Vstup: a0, b0.

Výstup: NSD(a0, b0).

Algoritmus:

1. a← a0, b← b0. (Do a dosad’ a0 a do b dosad’ b0.)

2. Dokud a 6= b:

2.1. Jestliže a < b :

2.1.1. a↔ b. (Prohod’ a a b.)

2.2. a← a− b. (Do a dosad’ a− b.)

3. Vrat’ a. (Výsledek je a.)

Důkaz konečnosti:

V každém kroku se a + b zmenš́ı o min(a, b), tedy vždy alespoň o 1. Jestliže jsme na začátku dostali 2
kladná (přirozená) č́ısla a odeč́ıtáme vždy menš́ı od větš́ıho, tak nemůžeme źıskat č́ıslo záporné. Nemůžeme
źıskat ani 0, nebot’ to by se stalo jen tehdy, že by č́ısla byla stejná - v takovém př́ıpadě bychom již skončili
a vydali výsledek. Proto bude mı́t a + b stále kladnou hodnotu. A jelikož se pokaždé alespoň o jedna sńıž́ı,
tak proběhne nejvýše a + b pr̊uchod̊u cyklem - a pak algoritmus skonč́ı.

Důkaz správnosti:

Pozorováńı: Pro a > b plat́ı: d | a & d | b⇔ d | a− b & d | b.

D̊ukaz. 1. ⇒
Necht’ d je společný dělitel č́ısel a i b. Pak existuj́ı přirozená č́ısla x a y, že

a = d · x a b = d · y.

Pak ale d je i dělitelem a− b, nebot’

a− b = d · x− d · y = d · (x− y).

A triviálně d děĺı i b.

2. ⇐
Necht’ d je dělitel a− b i b. Pak existuj́ı přirozená č́ısla x a y, že

a− b = d · x a b = d · y.

Pak d je dělitelem i a, nebot’

a = a− b + b = d · x + d · y = d · (x + y).
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Důsledek: Pro a > b plat́ı NSD(a, b) = NSD(a− b, b).

D̊ukaz. Jelikož všichni dělitelé a a b děĺı i a − b a b a naopak, tak i ten největš́ı muśı být stejný. Tedy
NSD(a, b) = NSD(a− b, b).

Pozorováńı: Pro jakákoliv přirozená a, b plat́ı: NSD(a, b) = NSD(b, a).
Pozorováńı: Po celou dobu běhu algoritmu plat́ı invariant NSD(a0, b0) = NSD(a, b).

D̊ukaz. (Matematickou indukćı dle doby běhu algoritmu)

1. Na začátku algoritmu (před prvńım pr̊uchodem cyklem) to triviálně plat́ı. NSD(a0, b0) = NSD(a0, b0)

2. (IP) Necht’ jsme na konci n-tého pr̊uchodu cyklem. Hodnoty v a a b si označme a a b. Necht’ pro tyto
a a b plat́ı indukčńı předpoklad: NSD(a0, b0) = (a, b).

3. (IK) Co se děje v následuj́ıćım pr̊uchodu cyklem? Nejdř́ıve možná prohod́ıme a a b, to ale v́ıme, že
největš́ı společný dělitel neměńı. Neboli NSD(a, b) = NSD(b, a). Pak ale jen do a ulož́ıme a− b. A to
jsme si taktéž ukázali, že největš́ı společný dělitel neměńı: NSD(a, b) = NSD(a− b, b). Tedy největš́ı
společný dělitel č́ısel a, b před t́ımto pr̊uchodem cyklem je stejný jako před př́ı̌st́ım pr̊uchodem cyklem.

Pozorováńı: NSD(a, a) = a.

Důsledek: Algoritmus vydá po konečně mnoha kroćıch správný výsledek.

Odhad pamět’ové složitosti:

Pamět’ová složitost je konstantńı, nebot’ nám ke všem výpočt̊um si stač́ı pamatovat jen dvě č́ısla – aktuálńı
a a b a možná jedna pomocná proměnná na výměnu. Tedy M(n) ∈ Θ(1).

Odhad časové složitosti:

Již při d̊ukazu konečnosti jsme ukázali, že algoritmus uskutečńı nejvýše a + b pr̊uchod̊u cyklem. V jed-
nom pr̊uchodu cyklem se provede konstantně mnoho operaćı (výměna dvou proměnných, odečteńı a uložená
výsledku). Tedy můžeme časovou složitost odhadhnout shora T (n) ∈ O(a + b).

Implementace v Pascalu:

program NSD1;

{Načte dvě čı́sla ze vstupu a vypı́še na výstup jejich největšı́ho společného dělitele.

K tomu využı́vá euklidův algoritmus 1.0, tedy tak dlouho odečı́tám menšı́ čı́slo od většı́ho,

až dostanu dvě stejná čı́sla, což je NSD zadaných čı́sel.}

var a,b,pom : integer;

begin

read(a,b);

while (a <> b) do

begin

if (a < b) then

begin

pom := a;

a := b;

b := pom;

end;

a := a-b;

end;

write(a);

end.
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Euklid̊uv algoritmus verze 2.0

Pozorováńı: Pokud bylo jedno č́ıslo o mnoho větš́ı než druhé, algoritmus zbytečně dlouho odeč́ıtá menš́ı
od větš́ıho. Těchto několik krok̊u by se dalo nahradit výpočtem zbytku po děleńı. To přesně provád́ı ope-
race modulo. Předpokládejme, že tato operace (např. pro č́ısla typu integer) trvá konstantně dlouho. Pak
můžeme p̊uvodńı algoritmus zrychlit.

Zadáńı, vstup a výstup jsou stejné jako u Euklidova algoritmu verze 1.0. Změńıme pouze algoritmus a
implementaci + si dokážeme lepš́ı časovou složitost.

Algoritmus:

1. a← a0, b← b0. (Do a dosad’ a0 a do b dosad’ b0.)

2. Jestliže a < b:

2.1. a↔ b. (Prohod’ a a b.)

3. Dokud b 6= 0:

3.1. a← a mod b. (Do a dosad’ a mod b. Tı́m je určitě a < b.)

3.2. a↔ b. (Prohod’ a a b, aby zase platilo a ≥ b.)

4. Vrat’ a. (Výsledek je a.)

Důkaz správnosti:

Rozmysleme si, že tento algoritmus oproti verzi 1.0 je jiný jen v tom, že několik pr̊uchod̊u cyklem s
odeč́ıtáńım nahrad́ıme jedńım děleńım se zbytkem.

Pro představu (o kolik krok̊u si můžeme pomoci) se pod́ıvejme na tento př́ıklad:
Necht’ a = 51 a b = 5, tak hodnoty a, b po jednotlivých pr̊uchodech cyklem jsou:

46; 5→ 41; 5→ 36; 5→ 29; 5→ 26; 5→ 19; 5→ 16; 5→ 9; 5→ 6; 5→ 1; 5→ 1; 1

Mı́sto toho algoritmus verze 2.0 pro stejné vstupńı hodnoty bude prob́ıhat:

5; 1→ 1; 0

A jelikož je jinak tento algoritmus stejný jako ten předchoźı, je i tento algoritmus správný, tedy poč́ıtá
největš́ı společný dělitel dvou č́ısel. Změńı se jen, jak dlouho mu to trvá. A na to se pod́ıvejme hned v
následuj́ıćım odstavci.

Odhad časové a pamět’ové složitosti:

Pozorováńı: Jsme-li někde v pr̊uběhu Euklidova algoritmu verze 2.0 (na začátku pr̊uchodu cyklem), pak
se během následuj́ıćıch dvou iteraćı a i b změnš́ı alespoň dvakrát.

D̊ukaz. Označme si a0, b0 před iteracemi. Po prvńı iteraci jejich hodnoty označme a1, b1. Po druhé iteraci je
označme a2, b2.

Plat́ı tedy
a1 = b0

b1 = a0 mod b0

a2 = b1

b2 = a1 mod b1.

Chceme ukázat, že

a2 ≤
a0
2

a b2 ≤
b0
2
.
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Nejdř́ıve si uvědomme, že pro č́ısla x > y pokud z = x mod y, tak x < y (zbytek po děleńı y bude určitě
menš́ı než y).

Pak plat́ı následuj́ıćı vztahy:
b1 = a0 mod b0 ⇒ b1 < b0,

b2 = a1 mod b1 = b0 mod b1 ⇒ b2 < b1.

(a) Necht’ plat́ı b1 ≤ b0
2 . Pak

b2 < b1 ≤
b0
2
.

(b) Jinak b1 > b0
2 . Pak ale (plyne z obrázku)

b2 <
b0
2
.

Obdobně ukážeme, že

a2 <
a0
2
.

Z pr̊uběhu algoritmu v́ıme, že
a1 = b0 < a0 ⇒ a1 < a0,

a2 = b1 = a0 mod b0 = a0 mod a1 ⇒ a2 < a1.

Následuje úvaha analogická jako u b:

(a) Necht’ plat́ı a1 ≤ a0

2 . Pak

a2 < a1 ≤
a0
2
.

(b) Jinak a1 > a0

2 . Pak ale

a2 <
a0
2
.

Dı́ky předchoźımu tvrzeńı v́ıme, že počet iteraćı Euklidova algoritmu verze 2.0 bude nejvýše

2 · (dlog2 ae+ dlog2 be).

Proto plat́ı, že asymptotická časová složitost tohoto vylepšeného algoritmu je O(log a+ log b). Pamět’ová
složitost je stejně jako u předchoźıho algoritmu konstantńı.
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Implementace v Pascalu:

program NSD2;

{Načte dvě čı́sla ze vstupu a vypı́še na výstup jejich největšı́ho společného dělitele.

K tomu využı́vá euklidův algoritmus 2.0, tedy dlouhé odečı́tánı́ z verze 1.0 nahradı́

operacı́ modulo.}

var a,b,pom : integer;

begin

read(a,b);

if (a < b) then

begin

pom := a;

a := b;

b := pom;

end;

while ( b <> 0 ) do

begin

a := a mod b;

pom := a;

a := b;

b := pom;

end;

write(a);

end.
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