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Autor: Markéta Popelová
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Řešeńı vybraných část́ı domáćıho úkolu na asymptotickou složitost

1. Zadáńı: Rozhodněte, zda plat́ı, že n! ∈ O(nn) a své rozhodnut́ı dokažte. Předně si připomeňme definici
symbolu O:

f(n) ∈ O(g(n))⇔ (∃c > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0) : |f(n)| ≤ |c · g(n)|
Snaž́ıme se tedy naj́ıt pevné c a n0, aby ∀n ≥ n0 platilo1:

n! ≤ c · nn

Převed’me si rovnici do šikovného tvaru:
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Vid́ıme, že každý činitel na levé straně bude pro n ≥ 1 menš́ı (kromě prvńıho činitele dokonce ostře)
než 1. Stač́ı vźıt tedy c = 1 a n0 = 1 a ∀n ≥ n0 bude nerovnost platit.

Poznámka 1: Je zde velice podstatné nejen naj́ıt c a n0, pro které nerovnost plat́ı, ale předevš́ım
ukázat, proč to bude platit i pro ∀n ≥ n0. To ukážeme většinou tak, že pod́ıl na levé straně bud’to
stále klesá, nebo je konstantńı, nebo alespoň neroste do nekonečna. Proč je to potřeba? Protože ho
potřebujeme omezit nějakou pevnou (tzn. předem danou) konstantou.

Poznámka 2 (Pro ty, kdož znaj́ı limity): Poznámka 1 vlastně ř́ıká, že pod́ıl na levé straně konverguje
k nějakému pevnému k <∞. To neńı náhoda. Lze totiž dokázat, že pokud je daná limita definovaná,
plat́ı následuj́ıćı vztah:

f(n) ∈ O(g(n))⇔ (∃k ∈ 〈0,∞)) : lim
n→∞

f(n)

g(n)
= k.

2. Zadáńı: Rozhodněte, zda plat́ı, že n! ∈ O(2n) a své rozhodnut́ı dokažte. Zkusme postupovat analogicky
jako v předchoźım př́ıpadě. Opět hledáme pevné c a n0, aby ∀n ≥ n0 platilo:

n! ≤ c · 2n

n!

2n
≤ c

Rádi bychom pod́ıl na levé straně omezili nějakou pevnou konstantou c, ale v tomto př́ıpadě se nám to
nepodař́ı. Důvodem je, že pod́ıl na levé straně roste do nekonečna (nebot’ 2n roste

”
pomaleji“ než n!).

Bylo by však dobré čtenáři (který třeba nemuśı být tak dobře znalý vlastnost́ı těchto funkćı) ukázat,
proč tomu tak je.

Zde naráž́ıme na velmi častou chybu, jak se snaž́ı někteř́ı lidé ukázat, že zkoumaný vztah neplat́ı.
Najdou pevné c a n0, pro které nerovnost neplat́ı (př́ıpadně ukážou, že to neplat́ı i pro nějaká vyšš́ı n)
a považuj́ı to za d̊ukaz. To ale nestač́ı. Může totiž existovat jiné pevné c a jiné, např́ıklad vyšš́ı, n0, že
pro vyšš́ı n již nerovnost platit bude.

Jak tedy postupovat, když chceme ukázat, že f(n) /∈ O(g(n))? Pod́ıvejme se na dva možné př́ıstupy.

2.1. Prvně zkusme postupovat př́ımo. Tedy se pokuśıme zd̊uvodnit, proč pod́ıl na levé straně roste do
nekonečna a nelze ho tak pro nějaká vysoká n omezit pevnou konstantou. Upravme si nerovnost
do následuj́ıćıho tvaru:
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1Neńı třeba uvažovat absolutńı hodnoty, nebot’ se jedná o funkce, které jsou pro kladná n všude kladné.
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Z tohoto rozepsáńı je vidět, že všechny činitele na levé straně jsou větš́ı než 1 pro libovolné n ≥ 4.
Zároveň budeme-li zvyšovat n, budou pouze přibývat daľśı činitele (ostatńı vždy z̊ustanou stejné).
Tyto nové činitele budou vždy ostře větš́ı než ty předchoźı. Tedy celková hodnota pod́ılu se bude
zvyšovat až do nekonečna.

2.2. Druhý př́ıstup je často o něco jednodušš́ı. Dokážeme negaci definice, tedy že:

(∀c > 0)(∀n0 ∈ N)(∃n ≥ n0) : |f(n)| > |c · g(n)|

V tomto př́ıpadě nám
”
nepř́ıtel“ zadá kladné c a přirozené n0 a my mu vždy najdeme n ≥ n0, že

bude platit:
n! ≥ c · 2n
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Nyńı známe hodnotu c a my muśıme naj́ıt n, aby nerovnost platila. To je ale snadné. Všechny od
druhého činitele až po předposledńı jsou ostře větš́ı než 1. Posledńı je roven jedné. Bude-li i prvńı
činitel větš́ı než jedna, bude nerovnost platit. K tomu nám ale pouze stač́ı, aby n > 4c.

Hledané n je tedy
n := max{n0, 4c}.

Poznámka: Všimněte si, jak je zde podstatné pořad́ı kvantifikátor̊u. Nyńı je kruciálńı, že nepř́ıtel
nám zadal hodnoty c a n0 na začátku a my podle nich můžeme spoč́ıtat n. Naopak dokazujeme-li,
že f(n) ∈ O(g(n)), pak muśıme naj́ıt c úplně na začátku nehledě na výsledných hodnotách n.

2


