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Reseni vybranych &isti domdciho tkolu na asymptotickou slozitost

1. Zadani: Rozhodnéte, zda plati, ze n! € O(n™) a své rozhodnuti dokazte. Pfedné si pfipomenme definici
symbolu O:
f(n) € O(g(n)) & (3¢ > 0)(3ng € N)(Vn > ng) : |f(n)| < |e- g(n)]

Snazime se tedy najit pevné c a ng, aby ¥n > ng platilo?:
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Pievedme si rovnici do sikovného tvaru:
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Vidime, Ze kazdy ¢initel na levé strané bude pro n > 1 mensi (kromé prvniho ¢initele dokonce ostie)
nez 1. Staci vzit tedy ¢ =1 a ng =1 a Vn > ng bude nerovnost platit.

Poznamka 1: Je zde velice podstatné nejen najit ¢ a ng, pro které nerovnost plati, ale predevsim
ukdzat, pro¢ to bude platit i pro ¥n > ng. To ukdZeme vétsinou tak, Ze podil na levé strané budto
stale klesd, nebo je konstantni, nebo alespon neroste do nekonec¢na. Pro¢ je to potieba? Protoze ho
potfebujeme omezit néjakou pevnou (tzn. predem danou) konstantou.

Poznamka 2 (Pro ty, kdoz znaji limity): Pozndmka 1 vlastné k4, ze podil na levé strané konverguje
k néjakému pevnému k < oco. To neni ndhoda. Lze totiz dokazat, ze pokud je dand limita definovana,
plati nésledujici vztah:

f(n) € O(g(n)) & (Fk € (0,00)) : lim f) =k.

2. Zadéni: Rozhodnéte, zda plati, ze n! € O(2") a své rozhodnut{ dokazte. Zkusme postupovat analogicky
jako v predchozim piipadé. Opét hleddme pevné ¢ a ng, aby ¥n > ng platilo:
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Raéadi bychom podil na levé strané omezili néjakou pevnou konstantou ¢, ale v tomto ptipadé se ndm to
nepodaii. Diivodem je, Ze podil na levé strané roste do nekonecéna (nebot 2" roste ,pomaleji“ nez n!).
Bylo by vsak dobré ¢tenafi (ktery tfeba nemusi byt tak dobfe znaly vlastnost{ téchto funkei) ukdzat,
pro¢ tomu tak je.

Zde nardzime na velmi c¢astou chybu, jak se snazi nékteri lidé ukéazat, ze zkoumany vztah neplati.
Najdou pevné ¢ a ng, pro které nerovnost neplati (pfipadné ukdzou, ze to neplati i pro néjaka vyssi n)
a povazuji to za dukaz. To ale nestac¢i. Muze totiz existovat jiné pevné ¢ a jiné, napiiklad vyssi, ng, ze
pro vySsi n jiz nerovnost platit bude.

Jak tedy postupovat, kdyz chceme ukédzat, ze f(n) ¢ O(g(n))? Podivejme se na dva mozné piistupy.
2.1. Prvné zkusme postupovat piimo. Tedy se pokusime zduvodnit, pro¢ podil na levé strané roste do

nekone¢na a nelze ho tak pro néjaka vysokd n omezit pevnou konstantou. Upravme si nerovnost
do nasledujictho tvaru:
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1Neni tfeba uvazovat absolutni hodnoty, nebot se jednéd o funkce, které jsou pro kladnd n vsude kladné.



2.2.
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Z tohoto rozepsani je vidét, ze vSechny ¢initele na levé strané jsou vétsi nez 1 pro libovolné n > 4.
Zaroven budeme-li zvysovat n, budou pouze ptibyvat dalsi ¢initele (ostatni vzdy zustanou stejné).
Tyto nové ¢initele budou vzdy ostie vétsi nez ty predchozi. Tedy celkova hodnota podilu se bude
zvysSovat az do nekonecna.

Druhy piistup je ¢asto o néco jednodussi. Dokéazeme negaci definice, tedy Ze:
(Ve > 0)(Vng € N)(3n > ng) : |f(n)] > |e- g(n)]

V tomto piipadé nam ,neptitel* zada kladné c a ptirozené ng a my mu vzdy najdeme n > ng, Ze
bude platit:
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Nyni zndme hodnotu ¢ a my musime najit n, aby nerovnost platila. To je ale snadné. Vsechny od
druhého ¢initele az po predposledni jsou ostie vétsi nez 1. Posledni je roven jedné. Bude-li i prvni
Cinitel vétsi nez jedna, bude nerovnost platit. K tomu ndm ale pouze staci, aby n > 4c.

<c

N

2
2

L2l
2'1°=

Hledané n je tedy
n := max{ng, 4c}.

Poznamka: Vsimnéte si, jak je zde podstatné poradi kvantifikatoru. Nyni je krucidlni, Ze nepfitel
nam zadal hodnoty ¢ a ng na zacatku a my podle nich muzeme spocitat n. Naopak dokazujeme-li,
ze f(n) € O(g(n)), pak musime najit ¢ iplné na za¢dtku nehledé na vyslednych hodnotach n.



